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Аннотация—Статья посвящена проблеме оценивания 

моделей множественной линейной регрессии. На 
сегодняшний день разработано много различных методов 
решения этой проблемы. Самым популярным из них в 
научной среде считается метод наименьших квадратов, 
состоящий в решении оптимизационной задачи 
минимизации суммы квадратов ошибок. Достоинство этого 
метода в том, что решение оптимизационной задачи 
сводится к решению системы линейных алгебраических 
уравнений, а также в том, что в рамках метода разработана 
целая система различных критериев адекватности, 
отвечающих за измерение самых разных качественных 
характеристик регрессионной модели. Но оценки метода 
наименьших квадратов очень чувствительны к выбросам. 
Менее чувствительные к выбросам оценки даёт метод 
наименьших модулей, состоящий в решении 
оптимизационной задачи минимизации суммы модулей 
ошибок. Её решение равносильно решению особым 
образом сформулированной задачи линейного 
программирования, что несколько медленнее, чем решение 
линейной системы при реализации метода наименьших 
квадратов. К тому же при реализации метода наименьших 
модулей невозможно использовать такие критерии 
адекватности, как коэффициент детерминации, критерий 
Дарбина-Уотсона и т.д. Споры о том, какой из двух 
методов лучше, не прекращаются до сих пор. В данной 
работе с определенными допущениями сформулирована 
задача двухкритериального оценивания линейных 
регрессий методами наименьших модулей и квадратов. С 
использованием линейной свёртки двухкритериальная 
задача сведена к однокритериальной задаче линейного 
программирования. На примере данных с химическим 
экспериментом получены как известные, так и новые 
оценки линейной регрессии, свойства которых требуют 
дальнейшего изучения. 
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I. ВВЕДЕНИЕ 
Проблема анализа разнородных статистических 

данных, накопленных в самых разных сферах 
человеческой деятельности, чрезвычайно актуальна в 
настоящее время. Эффективным инструментом анализа 
числовых данных по праву считается регрессионный 
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анализ [1]. Обычно он начинается с построения самой 
простой регрессионной модели – линейной регрессии. 
Однако даже для неё, для самой простой модели, 
нерешенным остается вопрос о том, каким методом 
лучше оценивать её неизвестные параметры. 

Самым известным и пользующимся популярностью в 
научной среде можно уверенно считать метод 
наименьших квадратов (МНК) [2]. Менее популярен 
метод наименьших модулей (МНМ), реализация 
которого, как отмечено в [3], требует решения 
специальным образом сформулированной задачи 
линейного программирования (ЛП) [4,5]. В [6] 
исследуется альтернативный алгоритм быстрого МНМ-
оценивания с помощью спуска по узловым прямым. 
Достоинство МНМ по отношению к МНК состоит в том, 
что первый обладает меньшей чувствительностью к 
выбросам, чем второй. Иными словами МНМ – 
робастный метод оценивания [7] регрессионных 
моделей. Достоинство МНК в том, что для нахождения 
оценок неизвестных параметров достаточно решить 
систему линейных алгебраических уравнений, что 
быстрее, чем решение задачи ЛП для МНМ. К тому же 
конкретно для МНК разработан самый большой арсенал 
различных критериев адекватности моделей, таких, 
например, как коэффициент детерминации, критерий 
Фишера, Стьюдента, Дарбина-Уотсона и др., 
недоступных для МНМ. 

Таким образом, ответить на вопрос о том, какой из 
двух методов однозначно лучше – МНМ или МНК, 
затруднительно. Критику МНМ можно встретить в 
работе [8], в которой авторы вовсе не рекомендуют его 
для применения на практике ввиду простоты реализации 
МНК. А в [9], наоборот, критикуется МНК. Там же 
отмечается, что МНК разработан, прежде всего, для 
сферы естественных наук, а его оценки имеют в 
определенном смысле формальный характер, поскольку 
минимум квадратов отклонений не имеет четкого 
экономического смысла. 

Существуют и другие известные методы оценивания 
линейных и нелинейных регрессионных моделей (см., 
например, [10–12]). Среди них хотелось бы выделить 
метод антиробастного оценивания (МАО) [3], суть 
которого состоит в минимизации максимальной ошибки 
регрессии. МАО, в отличие от МНМ, сверхчувствителен 
к выбросам, поэтому применяется тогда, когда каждое 
наблюдение выборки уникально и не допускает 
исключения. Реализация МАО также требует решения 
задачи ЛП. В [3] сформулирована двухкритериальная 
задача оценивания линейных регрессий по критериям 
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МНМ и МАО. А в [13,14] процесс её решения был 
назван множественным оцениванием. Обобщением 
МНМ, МНК и МАО является так называемое Lv-
оценивание [15]. С помощью него в [16] была 
сформулирована задача множественного Lv-оценивания. 
Все перечисленные в этом абзаце методы основаны на 
МАО, необходимость применения которого на практике 
встречается крайне редко. 

Цель работы состоит в формализации 
двухкритериальной задачи оценивания линейных 
регрессий по критериям МНМ и МНК и её сведении к 
однокритериальной задаче ЛП. 

II. ДВУХКРИТЕРИАЛЬНАЯ ЗАДАЧА 
Модель множественной линейной регрессии, как 

известно, имеет следующий вид: 

0
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l

i j ij i
j

y xα α ε
=

= + +∑ ,  1,i n= ,  (1) 

где n  – объем выборки; ijx  – известное i-е наблюдение 
j-й объясняющей переменной; iy  – i-е наблюдение 
объясняемой переменной y ; iε  – i-я ошибка 
аппроксимации; 0α , 1α , …, lα  – неизвестные 
параметры; l  – количество объясняющих переменных. 

Запишем модель (1) в матричном виде 
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МНМ предполагает решение следующей 
оптимизационной задачи: 

1
1

min
n

i
i

J ε
=

= →∑ .      (2) 

Получить МНМ-оценки неизвестных параметров 
линейной регрессии (1) по критерию (2) можно, решив 
следующую задачу ЛП [3]: 
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где неотрицательные переменные iu  и iv  подчинены 
правилам 
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Суть МНК заключается в решении следующей 
оптимизационной задачи: 
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Получить МНК-оценки неизвестных параметров 
линейной регрессии (1) по критерию (6) можно, решив 

следующую систему линейных алгебраических 
уравнений: 
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Для удобства обозначим элементы матрицы xxK  – #
kjx , 

, 1, 1k j l= + , а матрицы yxK  – #
ky , 1, 1k l= + . Тогда 

система (7) примет вид 
1
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Введем аддитивно в систему линейных алгебраических 
уравнений (8) искусственные (мнимые) ошибки kξ , 

1,k l= : 
1
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Смысл введения искусственных ошибок заключается в 
расширении области возможных близких к МНК оценок 
параметров линейной регрессии. Если все эти ошибки 
равны 0, т.е. 0kξ = , 1, 1k l= + , то система (9) даёт 
строгие МНК-оценки. Если искусственные ошибки 
довольно малы, то система (9) позволяет получить 
новые, отличные от строгих, оценки. Будем называть их 
нестрогими МНК-оценками. Чем больше искусственные 
ошибки, тем сильнее различаются строгие и нестрогие 
МНК-оценки. 

Сформулируем следующую оптимизационную задачу: 
1
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1
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Для решения задачи (10) можно по аналогии с 
формулами (3) – (5) сформулировать задачу ЛП: 
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 Очевидно, что задача ЛП (11) – (13) всегда имеет 
решение 0k kq w= = , 1, 1k l= + , соответствующее 
МНК-оцениванию. Поэтому сформулируем следующую 
двухкритериальную задачу оценивания линейной 
регрессии: 

( )1 minJ α → ,  ( )МНК
1 minJ α → .   (14) 

Формулировка (14) означает, что требуется найти 
такие оценки линейной регрессии, которые 
одновременно робастны и близки к МНК-оценкам. Как и 
при реализации множественного оценивания [13], 
сформируем линейную свёртку критериев 1J  и МНК

1J  с 
изменяющимися положительными коэффициентами ρ : 

( ) МНК
1 11J J Jρ ρ= − + ,    [0,1]ρ ∈ . 

Тогда, разбивая равномерным образом отрезок 
[0,1]ρ ∈  как можно большим количеством точек и 

решая для каждой из них задачу ЛП 

( ) ( ) ( )
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1 1
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n l

i i k k
i k

u v q wρ ρ
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= =

− + + + →∑ ∑ ,  (15) 

с ограничениями (4), (5), (12), (13) можно получить 
множество Парето в критериальном пространстве 

( )МНК
1 1,J J . 

Аналогичным образом можно сформулировать 
трехкритериальную задачу оценивания линейной 
регрессии: 

( )1 minJ α → ,  ( )МНК
1 minJ α → ,  ( ) minJ α∞ → , 

где ( )
1,

max ii n
J α ε∞

=
=  – функция потерь для МАО [3]. 

Такая задача также легко сводится к задаче ЛП. 

III. ПРИМЕР 
Для демонстрации функционирования предложенного 

математического аппарата решалась задача оценивания 
линейной регрессии по данным о химических 
экспериментах из монографии [15]. В качестве 
переменных выступают: 

y  – выход реакции (количество вещества 3B , кг); 

1x  – количество вещества 1B  (кг); 

2x  – температура реакции (°С); 

3x  – количество катализатора (г). 
Для воспроизводимости вычислений в таблице 1 

представлены значения перечисленных переменных. 
 

Таблица 1 – Статистические данные 
y x1 x2 x3 

140,28 252,36 96,67 8,37 
142,02 262,54 100,07 9,07 
149,9 285,7 96,78 9,35 

147,12 277,52 101,3 9,67 
163,62 307,95 100,35 9,45 
173,4 322,44 104,8 10,12 

178,86 334,88 106,17 10,35 
186,26 350,11 109,2 11,03 
183,53 346,1 104,48 10,38 

198,76 374,91 106,88 12,15 
 

Заметим, что объем выборки в [15] составляет 15 
наблюдений. В таблице 1 для упрощения процедуры 
оценивания линейной регрессии были взяты только 
первые 10 из них. 

Сначала по данным из таблицы 1 была определена 
матрица xxK  и вектор yxK : 

10 3114,51 1026,7 99,94
3114,51 985119,8 321142,5 31497,02
1026,7 321142,5 105576,4 10296,54
99,94 31497,02 10296,54 1009,12

xxK

 
 
 =
 
 
 

, 

 

1663,75
525785

171522,8
16813,12

yxK

 
 
 =
 
 
 

. 

Затем задача ЛП с целевой функцией (15) и 
линейными ограничениями (4), (5), (12), (13) была 
формализована для решателя LPSolve IDE в виде 
следующей программы: 

min: 0.2J1+0.8J1_mnk; 
J1=u1+v1+u2+v2+u3+v3+u4+v4+u5+v5+u6+v6+u7+v7+u8

+v8+u9+v9+u10+v10; 
J1_mnk=q1+w1+q2+w2+q3+w3+q4+w4; 

b0+252.36b1+96.67b2+8.37b3+u1-v1=140.28; 
b0+262.54b1+100.07b2+9.07b3+u2-v2=142.02; 

b0+285.7b1+96.78b2+9.35b3+u3-v3=149.9; 
b0+277.52b1+101.3b2+9.67b3+u4-v4=147.12; 

b0+307.95b1+100.35b2+9.45b3+u5-v5=163.62; 
b0+322.44b1+104.8b2+10.12b3+u6-v6=173.4; 

b0+334.88b1+106.17b2+10.35b3+u7-v7=178.86; 
b0+350.11b1+109.2b2+11.03b3+u8-v8=186.26; 
b0+346.1b1+104.48b2+10.38b3+u9-v9=183.53; 

b0+374.91b1+106.88b2+12.15b3+u10-v10=198.76; 
10b0+3114.51b1+1026.7b2+99.94b3+q1-w1=1663.75; 

3114.51b0+985119.7623b1+321142.4659b2+31497.0205b
3+q2-w2=525785.009; 

1026.7b0+321142.4659b1+105576.4284b2+10296.5402b3
+q3-w3=171522.8154; 

99.94b0+31497.0205b1+10296.5402b2+1009.1204b3+q4-
w4=16813.1216; 

b0>=-Inf; 
b1>=-Inf; 
b2>=-Inf; 
b3>=-Inf; 

После чего, меняя в этой программе в целевой 
функции значения параметра ρ  от 0 до 1 с шагом 0.01, 
было построено множество Парето в критериальном 
пространстве ( )МНК

1 1,J J  (таблица 2). 

Как видно по таблице 2, множество Парето состоит из 
семи решений. При 0ρ =  имеет МНМ-оценки, а при 

1ρ =  – МНК-оценки. В остальных пяти случаях 
получены новые нестрогие МНК-оценки линейной 
регрессии. В последнем столбце таблицы 2 приведены 
значения сумм квадратов остатков оцененных 
регрессий. На рисунке 1 представлены так называемые 
вершины множества Парето в критериальном 
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пространстве ( )МНК

1 1,J J . 

 

 

Таблица 2 – Множество Парето 
ρ  

0α  1α  2α  3α  1J  МНК
1J  2e∑  

0 
(МНМ) -22,2912 0,4703 0,3671 0,4515 11,4221 277,765 34,5113 

0,01 – 0,02 -22,5114 0,4752 0,3924 0,0566 11,5289 28,8738 32,233 
0,03 – 0,21 -20,0789 0,4793 0,4099 -0,4905 12,2612 1,245 29,469 
0,22 – 0,24 -15,0367 0,4928 0,3577 -0,8824 12,4106 0,7152 28,527 
0,25 – 0,44 -10,868 0,5041 0,3147 -1,2064 12,5342 0,3402 28,323 
0,45 – 0,78 -14,6812 0,5066 0,3734 -1,506 12,8025 0,0079 28,08 

0,79 – 1 
(МНК) -15,8402 0,5056 0,3886 -1,5148 12,8315 0 28,0696 

 
По таблице 2 видно, что применение разных методов 

может не просто приводить к разным оценкам линейной 
регрессии, но и к смене направления влияния 
объясняющих переменных на y . Например, при МНМ-
оценивании наблюдается прямое влияние катализатора 

3x  на y , а при МНК-оценивании – обратное. 
 

 
Рис. 1 – Вершины множества Парето в критериальном 

пространстве ( )МНК
1 1,J J  

 
Множество Парето (рисунок 1) может быть 

использовано для визуального выбора наиболее 
приемлемой альтернативы. 

Графики зависимостей оценок линейной регрессии от 
параметра ρ  представлены на рисунках 2 – 5. 

 

Рис. 2 – Зависимость оценки 0α  от параметра ρ  

 
Рис. 3 – Зависимость оценки 1α  от параметра ρ  

 
Рис. 4 – Зависимость оценки 2α  от параметра ρ  
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Рис. 5 – Зависимость оценки 3α  от параметра ρ  
 

IV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В статье сформулирована двухкритериальная задача 

оценивания линейной регрессии. Первый критерий 
представляет собой сумму модулей ошибок и отвечает 
за робастность оценок. Второй – сумму модулей 
искусственных ошибок и отвечает за близость оценок к 
МНК-оценкам. Двухкритериальная задача с 
использованием линейной свертки сведена к 
однокритериальной задаче линейного 
программирования. Показано, как с помощью этой 
задачи формировать множество Парето. Проведен 
численный эксперимент. В результате было 
сформировано множество Парето с двумя известными 
решениями (МНК и МНМ), а также с пятью новыми 
решениями. Научный интерес вызывают свойства новых 
оценок линейной регрессии, а также то, как они 
соотносятся с компромиссом 1,5L  [15] между 
классической оценкой МНК и робастными оценками. 
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Abstract—This article is devoted to the problem of estimating 

multiple linear regression models. Today many different 
methods have been developed to solve this problem. The most 
popular of them in the scientific community is ordinary least 
squares, which consists in solving the optimization problem of 
minimizing the sum of squared errors. The advantage of this 
method is that the optimization problem solution is reduced to 
solving a system of linear algebraic equations, and also that 
within the framework of the method, a whole system of various 
adequacy criteria has been developed that are responsible for 
measuring a variety of qualitative characteristics of the 
regression model. But least squares estimates are very sensitive 
to outliers. Estimates less sensitive to outliers are provided the 
least absolute deviations, which consists of solving the 
optimization problem of minimizing the sum of absolute 
deviations. Its solution is equivalent to solving a specially 
formulated linear programming problem, which is somewhat 
slower than solving a linear system when implementing the 
least squares. In addition, when implementing the least absolute 
deviations, it is impossible to use such adequacy criteria as the 
coefficient of determination, the Durbin-Watson criterion, etc. 
The debate about which of the two methods is better continues 
to this day. In this work, with certain assumptions, the problem 
of two-criteria estimation of linear regressions is formulated 
using the least absolute deviations and squares. Using linear 
convolution, the two-criteria problem is reduced to a single-
criteria linear programming problem. Using data from a 
chemical experiment as an example, both known and new linear 
regression estimates were obtained, the properties of which 
require further study. 
 

Keywords—linear regression, ordinary least squares, least 
absolute deviations, multiple estimation, linear programming, 
Pareto set. 
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