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Аннотация–Полугруппы являются многочисленным 

классом алгебр благодаря тому, что в полугруппе обязана 
выполняться лишь одна аксиома ассоциативности опера-
ции. Так, например, полугрупп седьмого порядка насчи-
тывается 836021, а полугрупп восьмого порядка уже 
1843120128. Для сравнения, существует всего одна группа 
порядка семь, 5 групп порядка восемь. Полугруппы малых 
порядков удобно задавать таблицей Кэли, но и в этом слу-
чае получить какое-то представление о структуре полу-
группы бывает достаточно сложно. В случае, когда удается 
получить точное матричное представление полугруппы, 
структура полугруппы проясняется, так как матрицы – 
хорошо изученная полугруппа с определенным образом 
заданной операцией умножения. 

Как правило, сразу найти точное матричное представ-
ление полугруппы сложно, сначала удобно найти пред-
ставление этой полугруппы полугруппой преобразований. 
В этом случае в дальнейшем вместо элементов исходной 
полугруппы рассматривают соответствующие им преобра-
зования.  

В статье рассмотрены полугруппы идемпотентов S, со-
ответствующие им полугруппы преобразований, а также 
связь рангов этих преобразований с наличием точного 
матричного представления исходных полугрупп. Так как 
любая полугруппа идемпотентов является полурешеткой 
прямоугольных полугрупп, то сначала рассмотрены точ-
ные матричные представления конечной полурешетки и 
произвольной прямоугольной полугруппы, затем описано 
точное представление полурешетки полугрупп правых 
нулей в случае, когда правые сдвиги всех элементов такой 
полугруппы имеют конечный ранг. 

Во второй части работы приведены результаты иссле-
дования полурешеток на множестве подмножеств гридов 
автомата Ватерлоо. 
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I. ВВЕДЕНИЕ 
Теория представлений полугрупп имеет долгую исто-
рию и имеет много содержательных результатов. Ос-
новные направления и достижения этой теории связаны 
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прежде всего с именами Клиффорда, Манна, Понизов-
ского, Окниньского, Путчи. 

Началом теории представлений полугрупп считают 
теорию Клиффорда представлений вполне 0-простых 
полугрупп [1], а также главу 5 тома 1 монографии 
Клиффорда и Престона [2]. Именно, Клиффорд показал, 
как, зная все представления структурной группы вполне 
0-простой полугруппы, можно построить все представ-
ления этой группы.  

Значительных успехов достигла теория неприводи-
мых представлений полугрупп. Конструкция таких 
представлений предложена в работах Понизовского для 
конечных полугрупп [3]. 

Изучение неразложимых представлений – основное 
содержание современной теории представлений конеч-
номерных алгебр над полями. Классическая теорема 
Хигмана [4] дает критерий конечности типа представле-
ний конечной группы. Понизовским [5] указан критерий 
конечности типа представлений конечной коммутатив-
ной полугруппы.  

При этом условиям существования точного представ-
ления у бесконечной полугруппы посвящено лишь не-
большое число работ. Связано это с тем, что для боль-
шинства классов бесконечных полугрупп сделать это 
невозможно. 

Одним из классов полугрупп, для которых оказалось 
возможным дать условие существования точного мат-
ричного представления, являются связки. Для нашей 
работы важным является необходимое условие суще-
ствования точного представления связки. Именно, из 
известной теоремы Клиффорда о связках и из того, что 
полугруппа матриц имеет лишь конечное число регу-
лярных D-классов (теорема Окниньского [6]) следует, 
что если полу-группа идемпотентов имеет точное пред-
ставление, то она есть полурешетка конечного числа 
прямоугольных полугрупп. 

В первой части статьи рассмотрены полугруппы 
идемпотентов и их представления полугруппой преоб-
разований. Во второй части приведены результаты ис-
следования полурешеток на множестве подмножеств 
гридов автомата Ватерлоо. 

II.  ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ 
Приведем основные определения, которые будут ис-
пользованы. 

Элемент x полугруппы называется идемпотентом, 
если x2 = x. Если в полугруппе каждый элемент является 
идемпотентом, то такую полугруппу называют полу-
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группой идемпотентов (или связкой). Коммутативную 
связку называют полурешеткой. Если в полугруппе S 
для любых элементов x и y справедливо равенство x·y·x 
= x, то такую полугруппу называют прямоугольной по-
лугруппой. 

Точным представлением полугруппы S называют 
инъективный гомоморфизм полугруппы в некоторую 
другую полугруппу U. В случае, если U –  это полу-
группа преобразований полугруппы S, то его называют 
точным представлением полугруппы S полугруппой пре-
образований, если U –  это полугруппа матриц конечной 
размерности, то его называют точным матричным 
представлением полугруппы S. 

Полугруппой преобразований ℑ (S) полугруппы S 
называют любую полугруппу отображений из S в S. Для 
произвольного преобразования полугруппы рангом пре-
образования называют мощность множества образов 
этого преобразования.  

В случае полугрупп идемпотентов полезными оказы-
ваются полугруппы правых и левых сдвигов элементов 
этих полугрупп. 

Каждому элементу 𝑎 ∈ 𝑆 сопоставляется два преобра-
зования 𝜌𝑎, 𝜆𝑎, переводящие 𝑆 в 𝑆, по правилу: 

(∀𝑥 ∈ 𝑆)  𝜌𝑎(𝑥) = 𝑥 ∙ 𝑎;  𝜆𝑎(𝑥) = 𝑎 ∙ 𝑥. 

𝜆𝑎 (𝜌𝑎) называется левым (правым) внутренним сдви-
гом полугруппы 𝑆, соответствующим элементу 𝑎 ∈ 𝑆.  

Отображение, сопоставляющее элементу 𝑎 любой по-
лугруппы его правый сдвиг 𝜌𝑎, является гомоморфиз-
мом полугруппы 𝑆 в полугруппу преобразований ℑ(𝑆) 
[7]. 

III. СТРУКТУРА ПРОИЗВОЛЬНОЙ СВЯЗКИ И ТОЧНЫЕ 
МАТРИЧНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ЭЛЕМЕНТОВ ЕЕ СТРУКТУРЫ 

Известно, что любая связка является полурешеткой 
прямоугольных полугрупп [7]. Этот факт проясняет об-
щую структуру связки, так как прямоугольные полу-

группы и полурешетки достаточно хорошо изучены, для 
них существуют простые и наглядные способы описа-
ния.  

Рассмотрим сначала прямоугольные полугруппы и 
полурешетки и их точные матричные представления. 
Начнем с полурешеток.  

Термин полурешетка для коммутативной полугруппы 
идемпотентов обусловлен тем, что любую такую полу-
группу можно представить как нижнюю или верхнюю 
полурешетку в понимании традиционной алгебры. Для 
этого в такой полугруппе можно следующим образом 
задать точную нижнюю грань двух элементов x и y: если 
xy =z, то z = inf(x,y) (двойственным образом можно за-
дать точную верхнюю грань). В дальнейшем рассматри-
ваются нижние полурешетки. 

Любую конечную полурешетку можно представить в 
виде ориентированного графа, похожего на граф 
направленного корневого дерева, где вершинами явля-
ются элементы полурешетки, а ребро (y, x) существует, 
если  x·y = x и нет такого элемента z, отличного от x и y, 
что xz = x и  zy = z. Отличие графа полурешетки от гра-
фа корневого дерева в том, что если у построенного  
графа полурешетки убрать ориентацию ребер, то в по-
лученном графе могут быть циклы)[8].  

В [9] доказано, что граф полурешетки является дере-
вом тогда и только тогда, когда частичный порядок, за-
данный формулой: e ≤   f⇔ e · f = f · e = e, является по-
лулинейным снизу. В таблице 1 для полугрупп малых 
порядков указано их число, а также сколько из них яв-
ляются полурешетками, сколько полурешеток имеют 
граф, являющийся деревом.  

Из таблицы видно, что процент полурешеток с гра-
фом–деревом с увеличением порядка полугрупп умень-
шается. 

Приведем примеры полурешеток и их графов (рис. 1). 

 
Таблица 1. Число полугрупп малых порядков, полурешеток и полурешеток с графом-деревом. 

Порядок 
полугруппы (n) 

Число полугрупп 
порядка n 

Число полурешеток 
порядка n 

Число полурешеток 
порядка n с графом-деревом 

1 1 1 1 
2 4 1 1 
3 18 2 2 
4 126 5 4 
5 1160 15 9 
6 15973 53 20 
7 836 021 222 48 
8 1 843 120 128 1078 115 

 
Для двух элементов x и y их произведение равно эле-

менту z, который легко найти с помощью графа. Для 
этого рассматриваем все цепи, ведущие от верхних вер-
шин к нижней. Если элементы x и y принадлежат какой-
нибудь из таких цепей, то произведением элементов 
будет тот, который расположен ниже. Если же нет цепи, 
которой одновременно принадлежат оба элемента x и y, 
то произведение равно элементу z, стоящему на пересе-
чении ребер, идущих вниз от вершин, соответствующих 
вершинам x и y (этот элемент является точной нижней 
гранью элементов). 

На рисунке 1 приведены примеры полугрупп, граф 
которых при потере ориентации ребер содержит циклы.  

 
 

Рисунок 1. Примеры графов полурешеток 
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Приведем таблицу Кэли полугруппы, соответствую-
щей первому из графов на рисунке 1. 

Видим, что на главной диагонали в такой полугруппе 
стоят элементы, такие же, как в соответствующей стро-
ке и столбце, так как это полугруппа идемпотентов. Так 

как полугруппа коммутативная, то таблица симметрич-
на относительно главной диагонали. Видим, что элемент 
0 в представленной полурешетке является минималь-
ным идеалом.  

 

Таблица 2. Таблица Кэли полурешетки из 8 элементов. 
 0 1 2 3 4 5 6 7 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 
1 0 1 0 1 0 0 0 1 
2 0 0 2 0 2 2 2 0 
3 0 1 0 3 0 0 0 3 
4 0 0 2 0 4 2 4 0 
5 0 0 2 0 2 5 5 0 
6 0 0 2 0 4 5 6 0 
7 0 1 0 3 0 0 0 7 

 

Полурешетки – это полугруппы, богатые идеалами: 
любой элемент лю-бой полурешетки вместе со всеми 
элементами, лежащими ниже его в графе, соответству-
ющем данной полурешетке, образует идеал этой полу-
группы. 

Предложение 1. Любая конечная полурешетка имеет 
точное матричное представление F: S → Mn(Р), где n – 
число элементов полурешетки. 

Доказательство. Зададим отображение F: S → Mn(Р) 
следующим образом.  

Далее пронумеруем все элементы полурешетки: {x1, 
x2, …, xn}, сопоставим каждой строке матрицы элемент 
полурешетки с соответствующим номером. Пусть xi – 
элемент полурешетки. Сопоставляем ему диагональную 
матрицу, в которой на диагонали стоят нули и единицы 
в соответствии с правилом:  

,
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где 𝑎𝑟 = �1, если    𝑥𝑖  𝑥𝑟 =  𝑥𝑟  
0,иначе                      .  

Замечание. Построим граф полурешетки S. Найдем 
все цепи, идущие от верхних вершин к нижней (нижняя 
вершина в любой полурешетке единственная). Заметим, 
что 𝑎𝑟  = 1, если 𝑥𝑖  принадлежит цепи, содержащей эле-
мент  xr, и либо равен ему либо в соответствующем гра-
фе элемент xi расположен  выше xr, иначе ar   = 0. 

Очевидно, что данное отображение является инъек-
тивным.  

Покажем, что оно является гомоморфизмом. Рассмот-
рим представление двух элементов xi, xj полурешетки. 
Их произведением является элемент xs,  где  xs = inf(xi, 
xj). Образами этих элементов являются диагональные 
матрицы, построенные в соответствии с заданием отоб-
ражения F. 

Произведение двух диагональных матриц с элемента-
ми 1 и 0 на диагонали также является такой матрицей, 
причем элемент с𝑟 , стоящий на диагонали полученной 
матрицы, будет равен 1 лишь в том случае, когда оба 
элемента 𝑎𝑟  и 𝑏𝑟 каждой матрицы также равны единице. 
По строению графа, это как раз и означает, что этой 

матрице будет соответствовать элемент, равный точной 
нижней грани исходных элементов полурешетки. 

Это означает, что указанное отображение является 
точным матричным представлением полугруппы S. 

Найдем, к примеру, F(3) и F(6) для элементов полу-
группы, заданной ранее таблицей 1. 

Сопоставим элементам 0,1,2,3,4,5,6,7 полугруппы 
строки матрицы размерности 8 по правилу: k → k+1. 
Элемент 3 находится в единственной цепи: 7 – 3 – 1 – 0, 
при этом элементы 0, 1 расположены ниже его. Поэтому  
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Аналогично:  





























=

1000000
0100000
0010000
0
0
0
0

0
0
0
0

0
0
0
0

0000
0100
0000
0001

)6(F  

F(3) F(6) =  





























0000000
0000000
0000000
0
0
0
0

0
0
0
0

0
0
0
0

0000
0000
0000
0001

 = F(0), 

что соответствует результату таблицы Кэли для произ-
ведения элементов 3 и 6. 

В предложении 1 рассматриваются только конечные 
полурешетки, поэтому в любой полугруппе преобразо-
ваний этой полугруппы ранги этих преобразований ко-
нечны.  
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Рассмотрим далее прямоугольную полугруппу.  Из-
вестно, что прямоугольная полугруппа изоморфна пря-
мому произведению полугруппы правых нулей (x·y = y) 
и полугруппы левых нулей (x·y = x) [10]. Благодаря это-
му факту прямоугольные полугруппы также получают 
наглядную интерпретацию: элементы такой полугруппы 
можно расположить в таблицу (возможно, бесконечную, 
если число элементов в такой полугруппе бесконечно), 
при этом при умножении двух элементов x и y в такой 
таблице результат будет равен элементу z, который 
находится в той же строке, что элемент x и том же 
столбце, что элемент y.  

Предложение 2. Любая прямоугольная полугруппа S 
имеет точное представление F: S → M4(Р) матрицами 
над любым полем мощности не менее мощности этой 
полугруппы. 

Доказательство. Расположим элементы прямоуголь-
ной полугруппы в таблицу. Каждый элемент располо-
жен в некоторой строке и столбце таблицы. Сопоставим 
каждой строке и каждому столбцу таблицы различные 
элементы поля P.  Сопоставим каждому элементу полу-
группы S пару элементов поля P, которые соответству-
ют строке и столбцу, в которых расположен данный 
элемент. Очевидно, что такое отображение является 
инъективным.  

Пусть x, y произвольные элементы полугруппы S, 
элементу x сопоставляется пара (i, j) элементов поля P, 
элементу y – пара (k, m). Тогда xy = z, где элементу z 
сопоставляется пара (i, m). 

Зададим отображение F: S → M4(Р) по правилу: 

F(x) = �

1 𝑗 0 0
0 0 0 0
0
0

0
0

1
𝑖

0
0

� 

(здесь i – элемент, соответствующий строке таблицы, в 
которой находится x, j – элемент, соответствующий 
столбцу). Проверим отображение на гомоморфизм: 

F(x) F(y) =   �

1 𝑗 0 0
0 0 0 0
0
0

0
0

1
𝑖

0
0

��
1 𝑚 0 0
0 0 0 0
0
0

0
0

1
𝑘

0
0

� = 

=  �
1 𝑚 0 0
0 0 0 0
0
0

0
0

1
𝑖

0
0

� =F(z). 

Поэтому отображение F является точным матричным 
представлением полугруппы. 

Замечание. В предложении 2 полугруппа может быть 
бесконечной, поэтому в произвольной полугруппе пре-
образований этой полугруппы ранги этих преобразова-
ний могут быть также бесконечными. Но в нашем слу-
чае можно воспользоваться тем, что прямоугольная по-
лугруппа изоморфна прямому произведению полугруп-
пы правых нулей и полугруппы левых нулей. Поэтому 
можно найти отдельно точные матричные представле-
ния этих полугрупп, а затем расположить полученные 
матрицы A и B на диагональ клеточной 

цы:  �𝐴 𝜃
𝜃 𝐵�. 

В качестве преобразований полугруппы правых нулей 
удобно выбрать правые сдвиги: (∀𝑥 ∈ 𝑆)  𝜌𝑎(𝑥) = 𝑥 ∙ 𝑎 = 
а, поэтому любой правый сдвиг будет иметь ранг 1, ана-

логично, для полугруппы левых нулей удобно выбрать 
левые сдвиги, также имеющие ранг 1. В итоге матрицы 
A и B будут иметь размерность 2, итоговая матрица 
размерность 4. 

IV. ПОЛУРЕШЕТКИ ПОКРЫВАЮЩИХ АВТОМАТОВ  
ДЛЯ АВТОМАТА ВАТЕРЛОО 

В заключительной части статьи рассматриваются полу-
решетки, возникающие при  исследовании регулярных 
языков и связанных с ними конечных автоматов. Отме-
тим, что аналогичной проблематике посвящены работы 
[11–13]. 

Для описания регулярного языка существуют разные 
полные инварианты: не только хорошо известные кано-
нические автоматы, но и базисные автоматы [14], а так-
же универсальные автоматы [15]. При построении ба-
зисных и универсальных автоматов необходимо постро-
ить канонические автоматы как для заданного регуляр-
ного языка, так и для его зеркального отражения. В про-
цессе такого построения мы можем получить, среди 
прочих объектов, специальное бинарное отношение #, 
определенное на парах состояний этих двух канониче-
ских автоматов. Это отношение также является инвари-
антом (однако неполным) для рассматриваемого языка. 

Наиболее интересным для исследования является 
язык Ватерлоо [16], описываемый автоматом, приведен-
ным на рисунке 2 (данный автомат называется автома-
том Ватерлоо). 

 
Рисунок 2. Автомат Ватерлоо 

Упомянутые выше покрывающие автоматы для любо-
го автомата образуют полурешетку по объединению 
(если под объединением покрывающих автоматов по-
нимать покрывающий автомат, построенный по объеди-
нению наборов гридов, связанных с исходными автома-
тами). Однако можно показать (соответствующий при-
мер будет приведен ниже), что покрывающие автоматы, 
вообще говоря, не образуют полурешетки по пересече-
нию, понимаемого в том же смысле, что и объединение.  

В данной части статьи приводятся некоторые резуль-
таты, полученные при исследовании полурешеток по-
крывающих автоматов для языка Ватерлоо. Результаты 
связаны с проблемой разработки эффективных алгорит-
мов минимизации недетерминированных конечных ав-
томатов. Исследование проводилось с применением 
библиотеки для работы с недетерминированными ко-
нечными автоматами NFALib, реализованной одним из 
авторов на языке C# [17].  

Вначале уточним ряд уже упомянутых понятий, свя-
занных с теорией недетерминированных конечных ав-
томатов. В качестве иллюстрации вводимых понятий 
будем приводить примеры, соответствующие автомату 
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Ватерлоо. 
Рассмотренный в [18; разд. 6] алгоритм вершинной 

минимизации недетерминированных конечных автома-
тов основан на анализе бинарного отношения # [18; 
разд. 3.3], связывающего множества состояний X и Y 
двух канонических автоматов, которые построены на 
основе анализируемого недетерминированного конеч-
ного автомата K (определяющего некоторый регуляр-
ный язык L) и зеркального к нему. Следует отметить, 
что канонический автомат для (детерминированного) 
автомата Ватерлоо не изменяет его. Не указывая вид 
канонического автомата к зеркальному автомату Ватер-
лоо (отметим лишь, что его состояния обозначаются 
буквами X , Y,  Z,  U,  V,  W,  P,  Q,  R,  S), сразу приве-
дем матрицу бинарного отношения #: 

   X  Y  Z  U  V  W  P  Q  R  S   
A  -  #  -  -  -  -  -  #  -  -   
B  -  #  -  -  #  -  -  -  -  -   
C  -  -  -  #  #  -  -  -  -  -   
D  -  -  -  -  -  #  #  -  -  -   
E  #  -  -  -  -  #  #  -  -  -   
F  #  -  #  -  -  -  #  -  #  -   
G  -  -  #  -  -  -  -  -  #  #   
H  -  -  #  -  -  -  -  -  -  #   
С отношением # связывается набор гридов [18; 

разд. 3.4]. Каждый грид определяется парой подмно-
жеств X0 ⊂ X и Y0 ⊂ Y, удовлетворяющих следующему 
условию: для любых состояний x ∈ X0 и y ∈ Y0 выполня-
ется x # y, причем подмножества X0 и Y0 нельзя расши-
рить с сохранением указанного условия. Такой грид 
будем обозначать X0 × Y0.  

Множество M гридов называется покрывающим, если 
для любых элементов x ∈ X и y ∈ Y таких, что x # y, 
найдется грид X0 × Y0 из M, для которого x ∈ X0 и y ∈ Y0. 
Очевидно, что полный набор гридов, построенных по 
отображению #, является покрывающим множеством. 
Приведем полное множество M гридов для автомата 
Ватерлоо (гриды пронумерованы от 1 до 14): 

{ A } × { Y, Q }  % 1 
{ A, B } × { Y }  % 2 
{ B } × { Y, V }  % 3 
{ B, C } × { V }  % 4 
{ C } × { U, V }  % 5 
{ D, E } × { W, P }  % 6 
{ E } × { X, W, P }  % 7 
{ E, F } × { X, P }  % 8 
{ F } × { X, Z, P, R }  % 9 
{ F, G } × { Z, R }  % 10 
{ G } × { Z, R, S }  % 11 
{ G, H } × { Z, S }  % 12 
{ F, G, H } × { Z }  % 13 
{ D, E, F } × { P }  % 14 
В [15] описан алгоритм построения по полному мно-

жеству гридов автомата COM(L), который определяет 
тот же регулярный язык L, что и исходный автомат K, и 
при этом каждый грид соответствует некоторому состо-
янию автомата COM(L).  

На основе автомата COM(L) можно определить се-
мейство покрывающих автоматов, каждый из которых 
получается путем удаления некоторых состояний авто-
мата COM(L), причем оставшиеся состояния соответ-
ствуют гридам, образующим покрывающее множество. 

Алгоритм минимизации исходного автомата K состо-

ит в том, чтобы выбрать покрывающее множество гри-
дов M0 минимального размера, для которого построен-
ный на его основе покрывающий автомат является экви-
валентным автомату К, т. е. определяет тот же регуляр-
ный язык. 

Однако не всякое покрывающее множество гридов 
позволяет получить покрывающий автомат, эквива-
лентный исходному, и именно автомат Ватерлоо демон-
стрирует подобную ситуацию. Минимальное покрыва-
ющее множество M0 гридов для автомата Ватерлоо со-
держит гриды 1, 3, 5, 6, 8, 10, 12. При построении по-
крывающего автомата для множества M0, последующей 
канонизации этого автомата и переименовании его со-
стояний, мы получаем автомат, неэквивалентный ис-
ходному автомату Ватерлоо. 

Возникает вопрос о том, какими свойствами обладают 
другие покрывающие автоматы, которые могут быть 
построены на основе минимального покрывающего 
множества гридов M0, дополненного какими-либо дру-
гими гридами из исходного полного множества M.  

Очевидно, описанное подмножество покрывающих 
множеств гридов является полурешеткой как по объ-
единению, так и по пересечению. Очевидно также, что 
множество всех покрывающих множеств гридов образу-
ет полурешетку по объединению (так как объединение 
двух покрывающих множеств, естественно, является 
покрывающим). Однако полурешетку по пересечению 
множество всех покрывающих множеств гридов не об-
разует. Для доказательства этого факта достаточно от-
метить, что имеется покрывающее множество гридов M’ 
= {1, 2, 4, 5, 6, 8, 10, 12}, пересечение которого с мини-
мальным покрывающим множеством M0 дает множество 
{1, 5, 6, 8, 10, 12}, которое не является покрывающим 
(поскольку его размер меньше размера минимального 
покрывающего множества M0). Разумеется по множе-
ству M’ также можно построить полурешетку покрыва-
ющих множеств по объединению и по пересечению, 
однако она будет отличаться от полурешетки, построен-
ной по множеству M0. Таким образом, можно сказать, 
что множество всех покрывающих множеств гридов 
является объединением полурешеток по пересечению.  

Исследование различных полурешеток по пересече-
нию для множества всех покрывающих множеств гри-
дов автомата Ватерлоо представляет собой дополни-
тельную задачу, однако в данной статье мы ограничим-
ся рассмотрением единственной полурешетки, порож-
денной минимальным покрывающим множеством гри-
дов M0. В эту полурешетку входят покрывающие мно-
жества, полученные из множества M0 добавлением в 
него любой комбинации множеств из дополнительного 
набора гридов (размера 7), содержащего гриды 2, 4, 7, 9, 
11, 13, 14.   

Очевидно, полученная полурешетка представляет со-
бой 7-мерный гиперкуб с 128 вершинами. Каждая вер-
шина соответствует некоторому покрывающему множе-
ству или, что то же самое, покрывающему автомату, 
построенному по этому множеству. При этом «началь-
ная» вершина гиперкуба соответствует начальному 
множеству M0 (не содержащему дополнительных гри-
дов), а «конечная» – полному множеству M, содержа-
щему весь набор гридов. 
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Все 128 полученных покрывающих автоматов были 
исследованы на эквивалентность исходному автомату 
Ватерлоо, а также на попарную эквивалентность. Оказа-
лось, что данная полурешетка содержит четыре множе-

ства попарно эквивалентных между собой покрываю-
щих автоматов. Результаты анализа приведены в 
графическом виде на рисунке 3. 

 
 

 
Рисунок 3. Полурешетка, построенная по множеству M0 

 
Вершины изображенного графа соответствуют раз-

личным покрывающим множествам гридов (т. е. верши-
нам гиперкуба), а ребра соединяют соседние вершины 
гиперкуба (отличающиеся ровно на один грид, входя-
щий в большее множество). Каждый ряд вершин на ри-
сунке соответствует множествам с одинаковым количе-
ством гридов (от 7 – единственная вершина в нижнем 
ряду, соответствующая множеству M0, до 14 – един-
ственная вершина в верхнем ряду, соответствующая 
полному множеству M). Покрывающие множества в 
каждом ряду расположены в лексикографическом по-
рядке входящих в них номеров гридов. Например, вто-
рой снизу ряд (содержащий множества размера 8) 
включает следующие множества (слева направо):  

M1 = {1, 2, 3, 5, 6, 8, 10, 12},  
M2 = {1, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12},  
M3 = {1, 3, 5, 6, 7, 8, 10, 12},  
M4 = {1, 3, 5, 6, 8, 9, 10, 12},  
M5 = {1, 3, 5, 6, 8, 10, 11, 12},  
M6 = { 1, 3, 5, 6, 8, 10, 12, 13},  
M7 = {1, 3, 5, 6, 8, 10, 12, 14}  

(в списке гридов выделен полужирным шрифтом и под-
черкиванием дополнительный грид, добавленный к ос-
новному покрывающему набору M0).  

Вершины, соответствующие попарно эквивалентным 
покрывающим автоматам, которые не эквивалентны 
исходному автомату Ватерлоо, выделены одинаковым 
цветом (красным, синим или зеленым). Таким образом, 
имеются три набора автоматов, эквивалентных между 
собой и не эквивалентных автомату Ватерлоо: набор, 
начинающийся с покрывающего автомата, соответству-
ющего множеству M0; набор, начинающийся с автомата, 
соответствующего множеству M1; набор, начинающийся 
с автомата, соответствующего множеству M2. Каждый 
из них содержит по 16 элементов, образующих 4-
мерные гиперкубы. Ребра, соединяющие неэквивалент-
ные автоматы из этих трех наборов, изображены жел-

тым цветом. 
Дополнительный интерес представляет переход от 

покрывающих автоматов, не эквивалентных автомату 
Ватерлоо, к автоматам, которые ему эквивалентны. Та-
кие ребра изображены черным цветом (их количество 
равно 80), а связанные с ними автоматы, эквивалентные 
автомату Ватерлоо, изображены серыми кружками (эти 
автоматы образуют четыре 4-мерных гиперкуба). Таким 
образом ребра черного цвета соответствуют границе 
гиперкуба, разделяющей автоматы, эквивалентные ав-
томату Ватерлоо, и автоматы, не эквивалентные ему. 

Черным цветом изображены также вершины, соответ-
ствующие покрывающим автоматам, эквивалентным 
автомату Ватерлоо, которые не связаны ребрами с неэк-
вивалентными им покрывающими автоматами; одним из 
них, в частности, является автомат COM, расположен-
ный в верхнем ряду; этот набор автоматов образует 4-
мерный гиперкуб, связанный ребрами с тремя из четы-
рех «серых» гиперкубов. 

Минимальный покрывающий автомат, эквивалентный 
автомату Ватерлоо, можно получить, добавив к мини-
мальному покрывающему множеству гридов дополни-
тельный грид 9 и получив при этом множество M4 из 8 
элементов (на рисунке 3 этот автомат изображен во вто-
ром ряду снизу непосредственно над минимальным по-
крывающим автоматом; это единственный автомат вто-
рого ряда, эквивалентный автомату Ватерлоо). Следует 
отметить, что существуют и другие покрывающие авто-
маты, эквивалентные автомату Ватерлоо и построенные 
по покрывающему множеству из 8 гридов, однако они 
входят в другие полурешетки покрывающих автоматов, 
которые в данной статье не рассматриваются. 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В дальнейшем предполагается продолжить исследова-
ние точных матричных представлений и, в частности, 
показать, что не любая полугруппа преобразований по-
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лугруппы, состоящая из преобразований конечного ран-
га, имеет точное матричное представление, а также что 
аналогичный факт отсутствия точного матричного пред-
ставления имеет мест для любых бесконечных полуре-
шеток,  

Продолжением исследования, описанного во второй 
части статьи, является рассмотрение полного набора 
полурешеток покрывающих автоматов, которое позво-
лит выявить дополнительные закономерности, связан-
ные с автоматом Ватерлоо.  
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Abstract–Semigroups are a numerous class of algebras due 
to the fact that only one axiom of associativity of an operation 
must hold in a semigroup. So, for example, there are 836021 
semigroups of the seventh order, and already 1843120128 
semigroups of the eighth order. For comparison, there is only 
one group of order seven, 5 groups of order eight. It is conven-
ient to define semigroups of small orders by the Cayley table, 
but even in this case it can be quite difficult to get some idea of 
the structure of the semigroup. In the case when it is possible to 
obtain an exact matrix representation of a semigroup, the 
structure of the semigroup becomes clear, since matrices are a 
well-studied semigroup with a multiplication operation defined 
in a certain way. 

As a rule, it is difficult to find the exact matrix representa-
tion of a semigroup; first, it is convenient to find a representa-
tion of this semigroup by a transformation semigroup. In this 
case, in what follows, instead of the elements of the original 
semigroup, we consider the corresponding transformations. 

The article considers the semigroups of idempotents S, the 
corresponding semigroups of transformations, as well as the 
connection between the ranks of these transformations and the 
presence of an exact matrix representation of the original 
semigroups. Since any semigroup of idempotents is a semilat-
tice of rectangular semigroups, we first consider the exact ma-
trix representations of a finite semilattice and an arbitrary 
rectangular semigroup, then describe the exact representation 
of the semilattice of right zero semigroups in the case when the 
right shifts of all elements of such a semigroup have a finite 
rank.  

The second part of this paper presents the results of a study 
of semilattices on a set of grid subsets of the Waterloo automa-
ton. 
 

Keywords–semigroup of idempotents, semilattice, semigroup 
of transformations, exact representation of semigroups, rank of 
transformation, nondeterministic finite automata, semilattices 
of the Waterloo automaton. 
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