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О связи специальных бинарных отношений
с условиями коммутирования языков.

Часть I. Делители в глобальном надмоноиде
Б.Ф.Мельников

Аннотация—В статье рассматриваются различные
утверждения, описывающие связь специальных бинарных
отношений (а именно – исследованных в нескольких
наших предыдущих работах бинарных отношениях
покрытия и эквивалентности в бесконечности) с условиями
коммутирования языков. Обобщая можно сказать, что
рассматриваются просто формулируемые свойства,
связанные с применением операции произведения
(конкатенации) формальных языков – причём не
обязательно (но обычно) языков конечных. Среди
этих проблем – исследование условий равенства степеней
двух языков. Доказывается, например, что в случае
префиксных языков такое равенство равносильно
наличию у рассматриваемых множеств общего корня,
определяемого для операции конкатенации обычным
образом.

В начале статьи приводятся несколько вспомогательных
утверждений, связанных с возможным выбором для задан-
ного языка его левого делителя. Далее особо рассматрива-
ются те из полученных результатов про левый делитель, ко-
торые удачно переформулируются, если рассматриваемые
в утверждениях языки могут быть получены в результате
действия каких-либо морфизмов. Далее рассматриваются
условия наличия в глобальном надмоноиде общего корня
для некоторых двух его элементов.

После этого рассматриваются различные следствия усло-
вия возможного коммутирования двух языков: сначала в
общем случае, а затем – при наличии условия префиксности
рассматриваемых языков. В заключении статьи приводят-
ся различные интересные примеры, а также формулируют-
ся пока не решённые задачи.
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I. ВВЕДЕНИЕ И МОТИВАЦИЯ
В статье рассматриваются различные утверждения,

описывающие связь специальных бинарных отношений
(а именно – исследованных в наших предыдущих рабо-
тах бинарных отношениях покрытия ⩽| и эквивалентно-
сти в бесконечности ⩽|⩾) с условиями коммутирования
языков. Обобщая можно сказать, что рассматриваются
просто формулируемые свойства, связанные с примене-
нием операции произведения (конкатенации) формаль-
ных языков – причём не обязательно (но обычно) языков
конечных. Поэтому – если говорить с точки зрения алгеб-
ры полугрупп – исследуемыми задачами можно назвать
некоторые просто формулируемые свойства глобальных
надмоноидов свободных моноидов; из такого описания
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понятно, что основной рассматриваемой операцией яв-
ляется конкатенация.
Далее обычно будем говорить просто «глобальные

надмоноиды»; при этом отметим, что термин «супермо-
ноиды», по мнению автора, отечественными алгебраи-
стами не одобряется – несмотря на то, что в английской
литературе слово “supermonoid” употребляется часто.
Отсюда – достаточно громоздкое название статьи [1].
Также по этому поводу заранее отметим, что рассмат-
риваемые далеее проблемы равенства выполняются в
глобальных надмоноидах не только свободных моноидов,
но и более общих объектов – моноидов с левым законом
сокращения. Однако для того, чтобы строго это доказать,
или – иными словами – чтобы и для последних объектов
были верными приведённые далее доказательства, необ-
ходимо было бы и для них строго определить понятия,
соответствующие понятиям длины, префиксности и т. п.,
а также доказать некоторые свойства этих понятий; в
настоящей статье такие задачи не ставятся.
Последние упомянутые объекты (глобальные надмоно-

иды) также являются моноидами, см. подробнее [2]. Ино-
гда ниже будет допускаться случай, когда исходные сво-
бодные моноиды имеют бесконечное число образующих
(атомов). То есть – по терминологии теории формальных
языков – будут рассматриваться языки, заданные над
произвольным алфавитом – возможно, бесконечным.
В глобальных надмоноидах рассматриваются некото-

рые специальные проблемы равенства (т. е. задачи фор-
мулирования необходимых и достаточных условий этих
равенств). Среди подобных проблем – исследование ра-
венства Am = Bn. Доказывается, например, что в случае
префиксных языков это равенство равносильно наличию
у множеств A и B общего корня, определяемого для
операции конкатенации обычным образом 1. Заранее от-
метим по этому поводу, что на основе:

• доказанного в [1] утверждения о свободности пре-
фиксного подмоноида;

• а также материала, изложенного в [3, § 6.6],
необходимые и достаточные условия этого равенства,
а также «префиксного» случая равенства AB = BA,
становится очевидными. Однако, по мнению автора, и
доказательства, приведённое в настоящей статье, так-
же могут представить интерес – например, для практи-

1 При этом, на основании результатов наших предыдущих публика-
ций, а также зложенного далее в настоящей статье, можно утверждать,
что в подобном префиксном случае корень заранее заданной степени
извлекается не более чем одним способом. Однако в общем случае
подобный факт неверен.
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ческих задач, связанных с возможными приложениями
алгебры полугрупп к алгоритмам теории формальных
языков.
Конкретные обоснования сказанного в предыдущем

абзаце таковы: в самых разных задачах могут оказаться
полезными следующие два аспекта возможных доказа-
тельств существования общего корня для двух коммути-
рующих префиксных языков.

• Во-первых, «алгебраический» аспект: при рассмот-
рении утверждений, связанных с исследованием
упомянутого выше равенства Am = Bn ([4], [5]),
важно лишь существование общего корня – а не его
конкретный вид.

• И наоборот (во-вторых) – «алгоритмический» ас-
пект: при создании программных продуктов для
возможной проверки равенства двух контекстно-
свободных языков нужны эффективные алгоритмы
построения общего корня. Именно для этого ока-
зываются полезными доказательства, приведённые
в настоящей статье, – поскольку они являются кон-
структивными.

К этому добавим, что критерии всех рассматриваемых
равенств были использованы автором в различных зада-
чах теории формальных языков – в первую очередь в [6],
[7].
Отметим, что некоторая часть материала настоящей

статьи уже была опубликована ранее – в [4], [5], а
также впоследствии в [8], [9], [10], [11]. Однако ни
статья [4], ни монография [5] в Интернете недоступны,
а в последующих вышеупомянутых работах автора была
опубликована только часть материала настоящей статьи.
Перечислим и некоторые другие причины для настоя-

щей публикации (мотивацию).
• Здесь применена новая терминология. Подробнее о
ней и о старой терминологии см. в [12], а кратко –
ниже в разделе II.

• Во многих утверждениях изменены входные усло-
вия – причём обычно «в сторону бóльших воз-
можностей» для рассматриваемых в этих условиях
языков; о сделанных изменениях всегда будут при-
ведодиться замечания в тексте статьи.

• Всюду по тексту статьи будет отмечаться возможная
связь формулируемых утверждений с инверсными
морфизмами (в том числе с т. н. оптимальным ин-
версным морфизмом, см. [12], [13], [14], а также
приведённые в этих работах другие ссылки); об
этой связи в указанных выше публикациях почти не
говорилось.

• В недавней публикации [15] мы рассматривали свя-
занные вопросы. При этом, как мы надеемся, ре-
зультаты настоящей статьи удастся применить для
[15] – и наоборот, результаты статьи [15] удастся
применить для некоторых задач, рассматриваемых в
настоящей статье.

• Результаты настоящей статьи предполагается при-
менить и в готовящейся статье про максимальные
префиксные коды – также связанные с алгоритмами
построения оптимального инверсного морфизма 2.

2 Причём связаны не только сами результаты, но и применённые для
доказательства утверждений приёмы. В частности (но не только) мы в
другой ситуации будем строить примерно ту же конструкцию, которая
используется ниже при доказательстве утверждения 6.

При этом формулировки некоторых утверждений
изменены так, чтобы их было удобно применять при
исследовании множеств максимальных префиксных
кодов. Автор предполагает, что такую статью можно
будет рассматривать и как продолжение [8], [9].

Кратко опишем содержание статьи по разделам. Раз-
дел II – предварительные свéдения, в нём приведены
применяемые обозначения, в том числе нестандартные.
В разделе III приведены несколько вспомогательных
утверждений, связанных с возможным выбором левого
делителя для заданного языка.
В разделе IV рассматриваются те из результатов преды-

дущего раздела III, которые удачно переформулируются,
если рассматриваемые в утверждениях языки могут быть
получены в результате действия морфизмов; при этом
мы формулируем полученные результаты таким образом,
чтобы их можно было применять и «в результате раско-
дирования», т. е. после действия инверсных морфизмов.
Краткое описание содержания раздела V полностью

определяется его названием – «Об общем корне в гло-
бальном надмоноиде». К этому стóит добавить, что ма-
териал раздела связан с вышеупомянутой статьёй [15].
Последующие разделы включены в часть II настоящей

статьи.
Утверждения и теорема раздела VI описывают фор-

мулировки «выходных» ограничений – т. е. тех, которые
можно вывести на основе специальных «входных» огра-
ничений и (что является основным предметом раздела)
условия коммутирования двух языков. В разделе VII к
таким «входным» ограничениям мы добавляем условие
префиксности рассматриваемых языков. Раздел VIII –
случай 1- или 2-элементных языков; материалы этого
раздела частично опубликованы в [10], [11].
Раздел IX – заключение; в нём приводятся различные

интересные примеры, а также формулируются пока не
решённые задачи.

II. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВÉДЕНИЯ
В этом разделе приведены применяемые обозначения,

в том числе нестандартные. Некоторые из обозначений
ранее нами определялись в предыдущих статьях – но,
по-видимому, без их повторения настоящая статья была
бы существенно сложнее для понимания.
Однако начнём раздел с описания обозначений стан-

дартных. Смысл слова «умножение» для рассматривае-
мых объектов понятен: это просто результат произведе-
ния (конкатенации) двух языков. В частности, рассмот-
рим такой пример для 1-буквенного алфавита: если

C =
{
ai

∣∣ i ∈ I
}

и D =
{
aj

∣∣ j ∈ J
}

(I и J – некоторые конечные подмножества целых неот-
рицательных чисел), то

C ·D =
{
ak

∣∣ (∃ i ∈ I, j ∈ J) (k = i+ j)
}
.

Легко доказывается, что эта операция ассоциативна (про-
сто потому, что ассоциативной по определению является
такая операция в свободном моноиде) – и поэтому можно
говорить о рассмотрении глобального надмоноида (с еди-
ницей {ε}). Слово «умножение» будем в дальнейшем при-
менять без кавычек. На основе произведения естествен-
ным образом определяется степень языка. Аналогично
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для «деления» 3 и слов, производных от «умножения» и
«деления».
Для упрощения формулировок утверждений все рас-

сматриваемые в этой главе языки (элементы глобально-
го надмоноида), обозначаемые заглавными латинскими
буквами, предполагаются непустыми и, если не сказано
иного, отличными от нуля (нуля глобального надмонои-
да – пустого языка ∅).
Ещё немного про операцию конкатенации: аналогич-

но другим публикациям, мы иногда употребляем са-
мо обозначение этой операции (обычно – если мы
хотим подчеркнуть, как именно получено множество-
произведение), а иногда его опускаем (наоборот – если
способ получения произведения непринципиален). По-
нятно, что «чёткой границы» между этими двумя ситуа-
циями не существует.
Для заданного слова u ∈ Σ∗:
• язык pref(u) определяется как множество префик-
сов слова u (включая несобственный, само u);

• язык opref(u) определяется как множество соб-
ственных префиксов слова u;

• язык suff(u) определяется как множество суффик-
сов слова u (включая несобственный, само u);

• язык osuff(u) определяется как множество соб-
ственных суффиксов слова u.

Для заданного языка A ⊆ Σ∗

pref(A) =
⋃
u∈A

pref(u) ;

аналогичным образом определяются opref(A), suff(A)
и osuff(A).
Если язык A обладает свойством префикса – т. е.

(∀u, v ∈ A, u ̸= v) (u /∈ opref(v)),

то будем писать Pr (A). Аналогично пишем Su (A) в
случае, если язык A обладает свойством суффикса.
Морфизм (использование этого термина согласовано с

[16]) – это отображение

h : ∆∗ → Σ∗,

для которого:
• для каждой буквы d ∈ ∆ её образ h(d) ∈ Σ∗ зада-
ётся;

• а для каждого слова d1d2 . . . dn ∈ ∆∗ полагаем

h(d1d2 . . . dn) = h(d1)h(d2) . . . h(dn).

Конкретно, для некоторого языка

A ∈ Σ∗, A = {u1, u2, . . . un }

мы рассматриваем алфавит

∆A = {d1, d2, . . . dn }

(если это не вызывает неоднозначностей, пишем обычно
просто ∆), а для последнего – морфизм

hA : ∆∗
A → Σ∗,

3 При этом отметим, что такая операция – при заданных «делимом»
и «делителе» – вообще говоря, не является однозначной. Однако мы
в настоящей статье либо доказываем однозначность (при некоторых
заданных условиях), либо явно указываем на её невыполнение.

задающийся следующим образом:

hA(d1) = u1 , hA(d2) = u2 , . . . , hA(dn) = un .

Будем такой морфизм называть A-морфизмом 4. Если при
этом язык A не обладает свойством префикса, то опре-
делённый здесь морфизм также будем называть непре-
фиксным.
Для дальнейшего важной является следующая задача

построения инверсного морфизма. Для заданных конеч-
ного языка A, морфизма hA и некоторого слова u ∈ Σ∗

рассматриваем язык 5

h−1
A (u) =

{
u∆ ∈ ∆∗ ∣∣hA(u∆) = u

}
;

специально отметим, что определяемое понятие является
множеством.
Ту же самую конструкцию можно рассматривать и для

некоторого языка (пусть B, вместо слова u) – причём нас
будут интересовать только конечные языки:

h−1
A (B) =

⋃
u∈B

h−1
A (u).

∥A∥min – длина минимального слова в языке A,
∥A∥max – длина максимального слова в этом языке.
Вместо бинарного отношения ∼∞, рассматривавшегося

в [4], [5] и других работах 1990-х годов, мы начиная со
статей, опубликованных в 2019 г., рассматриваем бинар-
ные отношения ⩽|⩾ и ⩽| ; называем их «новыми обо-
значениями» – но фактически в новых статьях для этих
обозначений проведена переформулировка большинства
старых результатов.
Повторим определение бинарного отношения ⩽|⩾ и

связанных с ним понятий. Если для конечных языков A

и B выполнено условие

(∀u ∈ A∗) (∃v ∈ B∗) (u ∈ opref(v)),

будем писать A⩽|B (либо B |⩾A). Если одновременно
выполнены условия A⩽|B и A |⩾B, будем писать A⩽|⩾B.
Наоборот, в случае, когда уже известно, что условие
A |⩾B не выполнено, мы в случае выполнения условия
A⩽|B можем также писать A<|B (либо B |>A).
1, n – это множество { 1, 2, . . . , n } для рассматривае-

мого n ∈ N.
Понятия, связанные с недетерминированными конеч-

ными автоматами, мы здесь повторять не будем: в на-
стоящей статье они будут нужны только в одном утвер-
ждении, где мы и приведём небольшие подробности

III. ПОИСК ЛЕВОГО ДЕЛИТЕЛЯ:
ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ

В этом разделе приведены несколько вспомогательных
утверждений, связанных с возможным выбором левого
делителя для заданного языка. Доказательства первых
трёх утверждений (1–3) не сложны, поэтому далее будем
ими обычно пользоваться без специальных ссылок.

Утверждение 1: Если Pr (A) и A ·B = A ·C, то B = C.
□

4 Несмотря на то, что язык A рассматривается как множество – а не
как упорядченное множество – неточностей в таких обозначениях нет.

5 Состоящий, вообще говоря, не из одного, а из нескольких слов –
а, возможно, являющийся пустым языком.
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Это – просто левый закон сокращения в префиксном
подмоноиде глобального надмоноида (т. е., иными сло-
вами, левый закон сокращения для языков, обладающих
свойством префикса).

Утверждение 2: Если Pr (A) и Pr (B), то Pr (AB). □

Утверждение 3: Если Pr (AB), то Pr (B). □
Примеры конкретных языков, поясняющие утвержде-

ния 1–3, также несложны и в настоящей статье опущены.

Утверждение 4: Пусть

Pr (A) , Pr (B) и AX = BY

для каких-либо языков X и B. Тогда

(∃C) (A = BC или B = AC) . (1)

Замечание. Утверждение с именно такой формули-
ровкой было ранее рассмотрено в двух работах – [4],
[5]. Вместо префиксности B можно потребовать суф-
фиксность Y, доказательство при этом немного изменит-
ся, см. подробнее [6]. Однако все указанные изменения
незначительны, поэтому мы не будем приводить в насто-
ящей статье оба варианта – но ниже будем употреблять
ссылку на данное утверждение 4 для обеих указанных
формулировок.
Доказательство. Если A = B, то сформулированное

утверждение выполняется для C = {ε}. Поэтому будем
далее полагать, что A ̸= B.
Предположим, что u ∈ A, и при этом

uv ∈ B (2)

для некоторых слов u и v ̸= e (случай u ∈ B, uv ∈ A

рассматривается аналогично). Тогда согласно Pr (A) и
AX = BY выполнено условие vY ⊆ X. Поэтому для
произвольного v ′ ∈ A имеем следующее:

(∀y ∈ Y) (u ′vy ∈ AX = BY) ,

и, вследствие условия Pr (B), получаем u ′v ∈ B.
Таким образом, для рассматриваемого v выполняется

утверждение
(∀u ′ ∈ A) (u ′v ∈ B) .

Следовательно, для множества C, состоящего из всех
слов v, которые могут быть выбраны согласно (2), вы-
полнено равенство AC = B. □

Заметим ещё, что оба случая одновременно – т. е. и

(∃u, v ̸= e) (u ∈ A,uv ∈ B) ,

и
(∃u, v ̸= e) (u ∈ B,uv ∈ A) −

не могут иметь места из-за Pr (A). (Согласно доказанно-
му выше, эти условия эквивалентны равенствам A = BC

и B = AC ′ соответственно, причём C ̸= {ε} и C ′ ̸= {ε}.)

Утверждение 5: Пусть

Pr (A) , Pr (L) и AmL = LBn

для некоторых m,n ∈ N. Тогда

(∃Ã) (AL = LÃ) ,

причём Pr (Ã) и Ãm = Bn.
Замечание. В [6] при формулировке аналогичного

утверждения было наложено дополнительное ограниче-
ние – суффиксность языка B. Аналогично и для дальней-
ших утверждений: в соответствующих им утверждениях
статьи [6] были наложены более жёсткие ограничения,
применимые, однако, для решаемых в [6] задач.
Доказательство. Если A = {ε}, то вследствие условия

L = LBn выполнено B = {ε}, и доказываемое утвер-
ждение очевидно. Поэтому будем далее полагать, что
A ̸= {ε}.
Для доказательства построим следующим образом ко-

нечную последовательность языков Li, где i ∈ 1, r для
некоторого натурального r. Пусть i = 0 и L0 = L. По
условию, выполнено Pr (Li), и, кроме того,

AmLi = LiB
n

для выбранного нами i = 0 и заданных m, n, A и B.
Теперь предположим, что для некоторого i выполнены

условия
Pr (Li) и AmLi = LiB

n .

Обозначив

X = Am−1Li и Y = Bn ,

получаем, что согласно утверждению 4 для некоторого
языка C выполнено или

A = LiC, (3)

или
Li = AC. (4)

Если выполняется первое условие – (3), то

(LiC)
mLi = LiB

n , т. е. Li(CLi)
m = LiB

n ,

и обозначив Ã = CLi, получаем Ãm = Bn. Вследствие
Pr (Li) выполнено условие Pr (Ã) согласно (3).
Если же выполняется (4), то обозначив Li+1 = C, мы

можем записать заданное условие в виде

AmALi+1 = ALi+1B
n,

поэтому
AmLi+1 = Li+1B

n.

Таким образом, мы смогли построить нужныйнам язык
Li+1 для нового индекса i+ 1. Заметим, что

∥Li+1∥min < ∥Li∥min
(т. к. Li = ALi+1 и A ̸= {ε}), поэтому построенная
последовательность множеств – конечная, и поэтому для
некоторого натурального i выполнено условие (3).
Покажем, что AL = LÃ. Пусть i – такое число, что

выполнено условие (3). На основе метода построения Li
заключаем, что выполнено равенство L = AiLi. Из (3) и
Ã = CLi следует ALi = LiÃ. Поэтому

Ai+1Li = AiLiÃ ,

а из последнего получаем AL = LÃ. □

Утверждение 6: Пусть Pr (A) и для некоторых B, X и
Y выполнены равенства

AX = XB и AY = YB .
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Пусть также
∥X∥min ⩽ ∥Y∥min .

Тогда
(∃Z) (Y = XZ).

Доказательство. Если A = {ε} (что равносильно тому,
что B = {ε}), то выполнение доказываемого условия оче-
видно. Поэтому будем далее предполагать, что A ̸= {ε}

и B ̸= {ε}.
Будем в этом доказательстве для произвольного языка

Q использовать такое сокращение:

∥Q∥ = ∥Q∥min .

Построим конечную последовательность пар языков
(Xi, Yi), такую что при каждом i для Xi вместо X и Yi
вместо Y выполнены условия доказываемого утвержде-
ния. Базис этого рекуррентного процесса построения пар
множеств следующий:

X0 = X , Y0 = Y .

Процесс финиширует, если

∥Xi∥ < ∥A∥ . (5)

Опишем шаг процесса.
По предположению индукции, ∥Xi∥ ⩾ ∥A∥, поэтому

согласно утверждению 4, Xi = AC для некоторого C.

∥Yi∥ ⩾ ∥Xi∥ , отсюда ∥Yi∥ ⩾ ∥A∥ ,

поэтому выполняется равенство

Yi = AC ′

для некоторого языка C ′. Обозначив

Xi+1 = C и Yi+1 = C ′ ,

получаем, что согласно

AXi = XiB и AYi = YiB ,

выполнены условия

AAXi+1 = AXi+1B и AAYi+1 = AYi+1B ,

т. е.
AXi+1 = Xi+1B и AYi+1 = Yi+1B .

Таким образом, мы построили новую пару множеств.
Заметим ещё, что

X = AiXi и Y = AiYi

для произвольного i.
Описанный процесс не является бесконечным, т. к. со-

гласно сделанному предположению A ̸= {ε}, выполнены
условия

∥Xi+1∥ < ∥Xi∥ и ∥Yi+1∥ < ∥Yi∥ .

Таким образом, мы можем рассмотреть число i, для ко-
торого верно неравенство (5). Согласно утверждению 4,
выполнено условие A = XiD для некоторого множества
D. Возможны два варианта:

• ∥Yi∥ < ∥A∥, поэтому A = YiD
′ для некоторого D ′,

тогда
YiD

′ = XiD ,

и аналогично утверждению 4 доказываем, что

Yi = XiZ

для некоторого Z.
• ∥Yi∥ ⩾ ∥A∥, поэтому согласно утверждению 4,

Yi = AD ′′

для некоторого D ′′, а из последнего получаем ра-
венство

Yi = XiDD ′′ .

Итак, в обоих случаях выполнено равенство Yi = XiZ

для некоторого языка Z (во втором случае Z = DD ′′).
Поэтому

AiYi = AiXiZ ,

и, согласно ранее отмеченному, Y = XZ. □

IV. ДЕЛИТЕЛИ КАК РЕЗУЛЬТАТЫ ДЕЙСТВИЯ
МОРФИЗМОВ И ИНВЕРСНЫХ МОРФИЗМОВ

В этом разделе рассматриваются те из результатов раз-
дела предыдущего, которые удачно переформулируются,
если рассматриваемые в утверждениях языки могут быть
получены в результате действия морфизмов; при этом
мы формулируем полученные результаты таким образом,
чтобы их можно было применять и «в результате раско-
дирования», т. е. после действия инверсных морфизмов.
Отметим, что практически все рассматриваемые в ста-

тье задачи можно связать с развитием (обобщением) т. н.
«задачи Пэна» [17] – т. е. c тем фактом, что инверсный
морфизм регулярного языка регулярен.

Утверждение 7: Для любого регулярного языка B и
любого морфизма h язык h−1(B) регулярен.
Замечание. Ранее автором настоящей статьи уже было

опубликовано доказательство этого факта, более простое,
чем доказательство самогó Пэна – см. [18]. Однако для
более детального описания результатов настоящей статьи
приведём краткий вариант этого доказательства ещё раз.
Доказательство. Пусть регулярный язык B задан. Рас-

смотрим произвольный определяющий его конечный ав-
томат

K = (Q,Σ, δ, S, F).

(Все обозначения, связанные с автоматами, согласованы
с применяемыми в наших предыдущих публикациях –
см. [19] и др.; при необходимости см. также [17].)
Далее рассмотрим автомат (с тем же самым множе-

ством состояний, в том числе стартовых и финальных)

K∆ = (Q,∆, δ∆, S, F),

где функция δ∆ определяется следующим образом:

δ∆(q, a) ∋ q’

(для некоторых q, q’ ∈ Q и a ∈ ∆) тогда и только тогда,
когда язык автомата

Kq,q’ = (Q,Σ, δ, {q}, {q’})

содержит слово h(a). (Заметим, что последний автомат,
вообще говоря, не является детерминированным, т.к.
δ∆(q, a) определяется неоднозначно. В любом случае,
мы привели корректное конструктивное определение
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функции δ∆.) Или, применяя другую систему обозначе-
ний: условие δ∆(q, a) ∋ q’ выполнено тогда и только
тогда, когда

p
h(a)
−→
K

r.

Очевидно, что автомат K∆ определяет некоторое слово
(над алфавитом ∆) тогда и только тогда, когда мор-
фический образ этого слова определяется автоматом K

(последний при принятии этого слова может оказаться
в одном из состояний множества F) – и поэтому автомат
K∆ определяет язык h−1(B), что и требовалось доказать.
□
Произведённое в утверждении 7 (в «задаче Пэна»)

изменение исходных условий можно рассматривать при
применении к исходным языкам любого инверсного мор-
физма – причём для обеих задач, сформулированных в
этом и следующем разделах, а также, возможно, и для
некоторых других утверждений настоящей статьи.
Перейдём к рассмотрению основного утверждения

раздела.

Утверждение 8: Пусть

AL = LÃ , B = hA(C)

для некоторого C ∈ mp(∆) и

BL = LB̃ (6)

для некоторого B̃. Тогда

B̃ = h
Ã
(C) .

Примеры к утверждению. Перед доказательством
приведём две группы примеров, описывающих возмож-
ные языки C:

• L состоит ровно из одного слова, тогда C – произ-
вольный язык из множества mp(∆);

• C = ∆n для некоторого n ∈ N.
В обоих случаях, конечно, должны выполняться и
остальные сформулированные условия.
Какие-либо другие примеры автору неизвестны. И, по-

видимому, верно и более сильное утверждение, требую-
щее, кроме равенства

B̃ = h
Ã
(C) ,

ещё и выполнения одного из условий, рассмотренных в
приведённых здесь примерах. Отметим ещё, что в статье
[4] для доказываемых в этой работе теорем такого более
сильного утверждения (если оно действительно верно)
не понадобилось: равенство C = ∆n там было получено
на основе других соображений.
Доказательство. Будем в этом доказательстве исполь-

зовать такое сокращение:

∥Q∥ = ∥Q∥max
для произвольного языка Q.
Докажем требуемый факт индукцией по ∥C∥. Базис

очевиден, т. к. существует единственный язык C из мно-
жества mp(∆), для которого ∥C∥ = 1: это – C = ∆, а из
последнего получаем

B = A и B̃ = Ã .

Далее будем доказывать шаг индукции.

Пусть
C = C1 ∪ C2∆ ,

где
∥C2∥∀ = ∥C∥− 1 и ∥C1∥ < ∥C∥ .

Заметим, что

C ′ = C1 ∪ C2 ∈ mp(∆) ,

причём такое представление в виде объединения мно-
жеств C1 и C2∆ всегда единственно. Обозначим

B1 = hA(C1) , B2 = hA(C2) , B ′ = hA(C
′) .

Тогда согласно заданному условию (6) имеем равенства

B1L = LB̃1 для B̃1 = h
Ã
(C1) ,

а также
hA(C2∆)L = LX

для некоторого X.
Согласно последнему равенству,

hA(C2)L = LB̃2 для B̃2 = h
Ã
(C2) ,

т. е. B2L = LB̃2. Поэтому

B ′ = hA(C
′) = hA(C1 ∪ C2) =

= hA(C1) ∪ hA(C2) = LB̃1 ∪ LB̃2 = LB̃ ′

для некоторого B̃ ′.
Согласно предположению индукции,

B̃ ′ = h
Ã
(C ′) .

Отсюда получаем

Lh
Ã
(C) = Lh

Ã
(C1) ∪ Lh

Ã
(C2∆) =

= LB̃1 ∪ Lh
Ã
(C2)hÃ

(∆) = LB̃1 ∪ LB̃2Ã =

= B1L ∪ B2AL = (B1 ∪ B2A)L = BL.

Таким образом,
Lh

Ã
(C) = BL ,

и вследствие (6) выполнено равенство

B̃ = h
Ã
(C) ,

доказывающее шаг индукции. □

V. ОБ ОБЩЕМ КОРНЕ
В ГЛОБАЛЬНОМ НАДМОНОИДЕ

Краткое описание содержания этого раздела полно-
стью определяется его названием. Добавим лишь, что ма-
териал раздела связан с нашей недавно опубликованной
статьёй [15].

Утверждение 9: Пусть Pr (A) и для некоторых m,n ∈
N0 выполнено равенство

Am = Bn. (7)

Тогда
(∃C,m ′, n ′) (A = Cn ′

, B = Cm ′
) .

Доказательство. Без ограничения общности можно
предполагать, что m ⩽ n. Тогда согласно утверждению
4, A = BQ для некоторого языка Q (мы допускаем

26



International Journal of Open Information Technologies ISSN: 2307-8162 vol. 11, no. 7, 2023

возможность Q = {ε}). Выберем максимальное число p1,
для которого

(∃Q) (A = Bp1Q) .

Обозначим A1 = Q (этот язык однозначно определяется
согласно представлению A в виде A = Bp1A1); тогда мы
можем записать (7) таким образом:

(Bp1A1)
m = Bn. (8)

Из последнего получаем:

A1(B
p1A1)

m−1 = Bn−p1 (9)

(при этом очевидно, что n ⩾ p1).
Согласно (9) и утверждению 4, имеем B = A1Q для

некоторого языка Q (т. к. равенство A1 = Bp1Q для
произвольного Q ̸= {ε} невозможно из-за способа выбора
p1). Выберем аналогично число q1 и введём множество
B1 согласно равенству B = A

q1

1 B1 (число q1 – также
максимально возможное). На основе введённых обозна-
чений мы можем записать (7) таким образом:

((Aq1

1 B1)
p1A1)

m = (Aq1

1 B1)
n. (10)

Продолжая этот процесс аналогично проделанному в
доказательствах утверждений 5 и 6, определяем конеч-
ные последовательности пар множеств Ai и Bi. При этом
числа pi, qi и языки Ai, Bi определяются из условий

Ai−1 = B
pi

i−1Ai и Bi−1 = A
qi

i−1Bi .

Таким образом, после этих переобозначений мы можем
переписать исходное равенство (7) следующими спосо-
бами:

((. . . (((Bi−1)
pi−1Ai)

qi−1Bi−1)
pi−2 . . . Bi−1)

p1Ai)
m =

= (. . . (((Bi−1)
pi−1Ai)

qi−1Bi−1)
pi−2 . . . Bi−1)

n (11)

и

((. . . (((Ai)
qi−1Bi)

pi−1Ai)
qi−2 . . . Bi)

p1Ai)
m =

= (. . . (((Ai)
qi−1Bi)

pi−1Ai)
qi−2 . . . Bi)

n (12)

соответственно. Заметим, что равенства (11) и (12) вы-
полняются и на первом шаге (т. е. для языков A1 и B1) –
если считать

A0 = A и B0 = B ;

эти равенства на первом шаге суть условия (8) и (10).
Возможность выбора pi−1 и Ai для каждого следующего
i – это следствие (12), а возможность выбора qi и Bi –
следствие (11).
Описанный процесс конечен, т. к. для произвольного

рассматриваемого i выполнены условия

∥Ai∥min < ∥Ai−1∥min и ∥Bi∥min < ∥Bi−1∥min .

Поэтому для некоторого r ∈ N либо pr = 0, либо qr = 0.
Пусть pr = 0 (случай qr = 0 рассматривается анало-

гично). Тогда Ar = Br (поскольку неравенство Ar ̸= Br

противоречит тому, что число qr−1 в (12) – максимально
возможное). Обозначив

C = Ar = Br ,

мы легко доказываем равенства

A = Cn ′
и B = Cm ′

для некоторых n ′,m ′ ∈ N индукцией по i для

i = r, r− 1, . . . , 1, 0 ,

используя при этом (11) и (12). □
Замечание. Если в доказанном утверждении обозна-

чить через k наибольший общий делитель чисел m и
n, то очевидно, что

n ′ = n/k и m ′ = m/k .

Вообще, можно провести аналогию между утверждением
9 с одной стороны – и, с другой стороны, легко доказы-
ваемым фактом из области арифметики, тоже формули-
рующимся с помощью (7), где, в отличие от доказанного
утверждения, A, B и C – некоторые натуральные числа,
причём C является общим корнем из чисел A и B (корнем
разных степеней).

Как уже было отмечено, в части II настоящей ста-
тьи мы продолжим исследовать связь рассматриваемых
в различных наших публикациях бинарных отношений,
заданых на множестве конечных языков, – с условиями
коммутирования таких языков.
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On the connection of special binary relations
with conditions of commuting languages.
Part I. Divisors in the global supermonoid

Boris Melnikov

Abstract—The paper discusses various statements describing
the connection of special binary relations (exactly, the binary
relations of coverage and equivalence in infinity studied in our
previous works) with the conditions of commuting languages.
Generalizing, we are considering simply formulated properties
associated with the use of the product operation (concatenation)
of formal languages, not necessarily (but usually) finite
languages. Among these problems, is the study of the conditions
of equality of degrees of two languages. It is proved, for
example, that in the case of prefix languages, such equality is
equivalent to the presence of a common root of the considered
sets, defined for the concatenation operation in the usual way.

At the beginning of the paper, some auxiliary statements are
given; they are related to the possible choice of its left divisor
for a given language. Further, the obtained results about the
left divisor are considered in particular, which are successfully
reformulated if the languages considered in the statements can
be obtained as a result of the action of any morphisms. Next,
we consider the conditions for the presence of a common root
in the global supermonoid for some its two elements.

After that, we consider various consequences of the condition
of possible commutation of two languages: first in the general
case, and then in the presence of the prefix condition of the given
languages. At the end of the paper, some interesting examples
are given, as well as the problems are formulated that have not
yet been solved.

Keywords—formal languages, free monoid, supermonoids,
iterations of languages, commutation, algorithms.
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