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Полурешётки подмножеств потенциальных
корней в задачах теории формальных языков.
Часть III. Условие существования решётки

Б.Ф.Мельников

Аннотация—В статье мы рассматриваем все возможные
подмножества множества потенциальных корней, образую-
щие в некоторых ситуациях полурешётки – по пересечению
и / или по объединению. Такие структуры возникают в двух
похожих задачах теории формальных языков. Конкретно,
для некоторого заданного конечного языка мы рассматри-
ваем задачу извлечения корня заданной степени, а также
задачу построения оптимального инверсного морфизма –
где оптимальность можно определить, например, как дли-
ну максимального слова языка, являющегося инверсным
морфическим образом.
В обоих приведённых случаях необходимо построить

множество так называемых потенциальных корней – т. е.
таких слов рассматриваемого алфавита, для каждого из
которых некоторая его степень входит в исходный язык.
При этом важно отметить, что построение множества всех
потенциальных корней может быть выполнено с помощью
несложного полиномиального алгоритма. Экспоненциаль-
ные алгоритмы для обеих задач очевидны: надо просто пе-
ребрать все подмножества множества этих потенциальных
корней, и среди этих подмножеств выбрать подходящее.
Поэтому проблема состоит в описании возможных поли-
номиальных алгоритмов для этих задач.
Для обеих указанных задач вызывает интерес возможное

существование двух полурешёток, имеющихся на предвари-
тельно построенном множестве подмножеств потенциаль-
ных корней.
Среди прочего, мы в статье приводим формулировку

одной важной гипотезы теории формальных языков – при
выполнении которой мы можем утверждать, что специаль-
ное подмножество множества языков, каждый из которых
является инверсным морфическим образом заданного язы-
ка, образует не только полурешётку по объединению, но и
полурешётку по пересечению (а, следовательно, решётку).
Предлагаемая третья часть статьи, аналогично второй

части, в большей степени посвящена второй из рассматри-
ваемых задач – задаче построения оптимального инверс-
ного морфизма. Мы формулируем гипотезу теории фор-
мальных языков, при выполнении которой специальные
подмножества множества потенциальных корней образуют
полурешётку по пересечению.

Ключевые слова—формальные языки, итерации языков,
морфизмы, инверсные морфизмы, бинарные отношения,
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Предлагаемая часть III статьи является продолжением
[1], [2]. Здесь мы продолжаем нумерацию разделов и
формул, а нумерация ссылок на использованную лите-
ратуру – новая.
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XIII. ОБ ОДНОЙ ГИПОТЕЗЕ
ТЕОРИИ ФОРМАЛЬНЫХ ЯЗЫКОВ –

РЕЗУЛЬТАТЫ ПРЕДЫДУЩИХ ПУБЛИКАЦИЙ
В этом и двух следующих разделах рассматривается

гипотеза теории формальных языков, которую мы счи-
таем очень важной. Очень кратко эту гипотезу можно
сформулировать следующим образом: очевидное доста-
точное условие выполнения отношения ⩽|⩾ является
необходимым и достаточным.
Есть «ещё одна преамбула», для её формулировки

повторим мысль из раздела IV (часть I) настоящей ста-
тьи: для переформулировки условия равенства P = NP

нужен один из результатов, ранее опубликованных ав-
тором в статье [3], – однако мы в настоящее время
не считаем этот результат доказанным. Конкретно,
употребляя терминологию настоящей статьи, речь идёт о
необходимом условии выполнения бинарного отношения
A⩽|⩾B.
Приведём конкретные «претензии» к своей же статье

[3]. Условие (6.2) – оно, конечно же, содержит опечатку,
имелось в виду следующее:

A∗ ≡ ∞ D ·D∗;

заметим, что мы не можем переписать это условие с
использованием терминологии настоящей статьи, т. е.
бинарного отношения ⩽|⩾ . Имеется также опечатка в
формулировке леммы 6: исходным условием должно
быть v ∈ A∗.
(Стоит отметить, что D – это некоторый предполага-

емый язык, несуществование которого мы и пытались
доказать в статье [3].)
Однако, конечно, обе приведённые выше «претензии»

ошибками не являются. Конкретную же ошибку мы ука-
зывать не будем (её объяснять долго, сложно и неза-
чем) – но вместо этого отметим наличие контрпримера
к доказываемому в [3, Th. 1] условию D⩽|⩾A (здесь мы
для удобства чтения снова используем терминологию и
обозначения настоящей статьи) 1.

1 Здесь имеется практически полная – и при этом несколько неожи-
данная – аналогия с тестированием программного обеспечения (ПО).
А именно, согласно разным источникам, тесты ПО создаются:

• либо на основе внутренней структуры кода или алгоритма («бе-
лый ящик»,“white box testing”) ,

• либо функциональности объекта тестирования («чёрный ящик»,
“black box testing”).

Разработка тестов «белым ящиком» позволяет, в частности, проверить
логику работы кода, а «чёрным ящиком» – проверить работу ПО на
некорректных данных и таким образом тестировать его «с точки зрения
пользователя».
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Итак, необходимый нам контрпример (согласно [4] –
«работа чёрного ящика») может быть получен на основе
рассмотрения «усложнения» примера из [5], [6]. А имен-
но, мы следующим образом усложняем пример из [5,
раздел IV] (к этому же примеру мы возвращались также
в [6]). Вместо рассматривавшихся там языков

A = {aaa, aabba, abba, bb }

и B = {aaaa, abb, abba, bbb }

будем для заданных таким же способом языков A и B

рассматривать «существенно более громоздкие» языки

A ′ = (A ∪ B)2 и B ′ = (A ∪ B)3. (7)

(Отметим ещё, что рассмотрение этих же языков – без
связи с конечными автоматами PRI и NSPRI – было
начато в [7], [8]. Определения конечных автоматов мы
используем в соответствие с [9], [10]. См. также в [11]
краткое описание соответствующей компьютерной про-
граммы построения автоматов PRI иNSPRI – с помощью
которой можно подробно исследовать приведённые в
рассматриваемом примере «громоздкие» языки; однако
далее будет понятно, что можно обойтись и без такого
подробного исследования.)
При выбранном ранее задании «входных данных», т. е.

(7), понятно, что:
• во-первых, получающиееся множество языков, яв-
ляющихся состояниями автомата PRI(A ′, B ′), очень
велико; вряд ли его стóит полностью приводить в
какой-либо статье;

• во-вторых, это множество языков включает в каче-
стве подмножества все слова из [5, таб. 1] 2.

Поэтому, с одной стороны, для пары языков (7) это по-
лучающиееся множество языков включает, среди прочих,
язык {a} – и, следовательно, само слово a является одним
из слов языка D, построенного для этой пары языков в
доказательстве [3, Th. 1]. (Про построение языка, фак-
тически являющегося языком D в префиксном случае, –
т. е. при рассмотрении только префиксных морфизмов
максимальных префиксных кодов 3 – см. также в [12].)
Но, с другой стороны (мы возвращаемся к рассмат-

риваемому примеру), эти два языка (7), конечно же,
удовлетворяют бинарным отношениям

(A ∪ B)2 ⩽|⩾ (A ∪ B)3 ⩽|⩾ (A ∪ B) ;

но при этом условие

(A ∪ B)⩽|⩾ (A ∪ B ∪ {a})

не выполняется: ни для какого k ⩾ 1 слово ak в язык
(A ∪ B)∗ не входит. Однако, на основе рассмотренных
в [7], [8], [11] примеров, мы знаем, что слово a (со-
ответственно, язык {a}) получается в процессе постро-
ения автомата NSPRI(A,B) (соответственно, автомата
PRI(A,B)) – и поэтому этот же язык {a} должен быть
включён в множество состояний автомата

PRI(A ′, B ′) = PRI( (A ∪ B)2, (A ∪ B)3 ).

Мы вместо «белого ящика» (сложного объяснения конкретной «недо-
делки» в вышеупомянутом ошибочном доказательстве) – применяем
«чёрный ящик» (указываем конкретный пример, когда одно из приве-
дённых там же условий не выполняется).

2 Т. е. просто «старые» слова.
3 А не произвольных морфизмов и / или расширенных максимальных

префиксных кодов.

Итак, полученное здесь противоречие как раз и явля-
ется необходимым контрпримером к доказывавшемуся в
[3, Th. 1] утверждению D⩽|⩾A.
В заключение раздела отметим следующее. Пусть те-

перь зафиксирован некоторый язык B. Чисто формально
мы можем считать, что все слова, входящие в множе-
ство osuff(B), приндалежат множеству состояний неде-
терминированного автомата NSPRI(A,B) – причём для
любого 4 языка A. Следоватольно, все подмножества
множества таких слов приндалежат множеству состояний
детерминированного автомата PRI(A,B).
Но, с другой стороны, в реальных ситуациях мы можем

рассматривать существенно меньшее число состояний
для обоих этих автоматов: в частности, в наших при-
мерах у языка

B = {aaaa, abb, abba, bbb }

имеются такие собственные суффиксы его слов:

a, aa, aaa, b, ba, bb, bba

(в алфавитном порядке). Всего 7 слов, поэтому формаль-
но можно считать, что число состояний автомата PRI

равно
27 = 128.

(Причём, в отличие от большинства подобных ситуаций,
вычитать 1 из степени двойки не надо: мы, среди прочих,
должны рассматривать и состояние, соответствующее
пустому множеству суффиксов. В наших публикациях
во всех рассмотренных ранее примерах это состояние
всегда имело номер 0. Более того, подобные состояния
мы искусственно вводили и для недетерминированных
автоматов NSPRI.)
Вернёмся к автомату PRI. Как мы видели в [5], можно

рассматривать эквивалентный автомат 5, обычно имею-
щий существенно меньшее число состояний. В частно-
сти, в рассмотренном там примере число состояний было
равно 16 – вместо потенциальных 128. Сам алгоритм
построения, также приведённый в [5] 6, работает только
с состояниями, которые впоследствии не окажутся недо-
стижимыми 7.

4 Во всех примерах, приведённых в этом разделе, для строимых
автоматов NSPRI(A, B) оба языка – A и B – совпадают. Подобные
примеры совпадения этих языков также уже были рассмотрены в наших
предыдущих статьях, процитированных выше.

5 Он, конечно, также был назван PRI.
6 Варианты этого алгоритма были приведены и в других процитиро-

ванных выше статьях.
7 В качестве комментария к «появлению» языков, являющихся со-

стояниями автомата PRI, отметим такую полную аналогию. «Студенче-
ский» алгоритм детерминизации конечного автомата возможен в двух
таких вариантах.
Во-первых (описывается этот вариант проще, но работа алгоритма

более сложная) – заранее рассматриваются все возможные подмноже-
ства множества состояний исходного недетерминированного автомата,
на них естественным образом строится новая функция переходов, и в
конце работы алгоритма из полученного автомата удаляются недости-
жимые состояния. (Далее обычно проводится канонизация полученного
детерминированного автомата – но мы сейчас о ней не говорим.)
Во-вторых – мы начинаем с единственного входного состояния,

и далее итерационно на всех уже имеющихся состояниях таким же
способом определяется функция переходов; при этом недостижимых
состояний не возникает, алгоритм описывается сложнее, но в среднем,
конечно, работает быстрее.
Такие же два варианта возможны и для рассматриваемого нами

алгоритма построения автомата PRI.
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XIV. ОБ ОДНОЙ ГИПОТЕЗЕ
ТЕОРИИ ФОРМАЛЬНЫХ ЯЗЫКОВ –

ВАРИАНТЫ ФОРМУЛИРОВКИ
…Итак, мы привели контрпример к одному из вспо-

могательных доказательств, приведённых в [3]. Однако
важно отметить, что это – действительно контрпример к
приведённому доказательству, но вовсе не к доказывае-
мому там утверждению 8.
Всё это позволяет сформулировать рассматривавшееся

утверждение в виде гипотезы – и далее в этом разделе
такая формулировка приведена. Мы считаем, что оно
(такое утверждение) является очень важной гипотезой 9

всей теории формальных языков. При выполнении этой
гипотезы мы сможем утверждать, что специальное под-
множество множества языков, каждый из которых явля-
ется инверсным морфическим образом заданного языка,
образует не только полурешётку по объединению 10, но и
полурешётку по пересечению (и, следовательно, решёт-
ку) 11.

Гипотеза Ξ\/ .
Для любых конечных языков A,B ⊆ Σ∗ выполнено

следующее. Эквивалентность A⩽|⩾B выполняется тогда
и только тогда, когда существует язык D ⊆ Σ∗, такой
что при рассмотрении соответствующего алфавита ∆

(где |∆| = |D|) существуют расширенные максимальные
префиксные коды 12

A∆, B∆ ⊆ ∆∗,

такие что

A = hD(A∆) , B = hD(B∆).

Будем кратко обозначать эту гипотезу 13 записью (Ξ\/ ).

8 Совершенно не изменит («не ухудшит» и «не улучшит») ситуацию,
если мы вместо «чёрного ящика», т. е. контрпримера, ответим на этот
же вопрос с помощью «белого ящика» – т. е. укажем конкретную
претензию к доказательству. Повторим, что всё это долго, сложно и
для целей настоящей статьи ненужно – но, возможно, станет предметом
отдельной публикации в будущем.

9 На самом деле гипотезы две, они ниже обозначены (Ξ\/ ) и (Ξ\/Ξ\/ ).
Вторая является «упрощённым вариантом» первой.

10 Существование полурешётки по объединению для задачи постро-
ения инверсного морфизма очевидно в любой естественной модели.

11 Более того, в статье-продолжении мы предполагаем привести
полиномиальный алгоритм построения оптимального инверсного мор-
физма – необходимый, в частности, для переформулировки условия
равенства P = NP. Этот полиномиальный алгоритм возможен в случае
выполнения сформулированной в этом разделе гипотезы.

12 Кратко повторим соответствующие определения, подробнее см. в
части I.
Максимальный префиксный код над алфавитом ∆ – это некоторый

язык над этим алфавитом, являющийся префиксным и имеющий кодо-
вый индекс, равный 1.
Иными словами: некоторый язык A∆ ⊆ ∆∗ является максимальным

префиксным кодом, если для любого ω-слова α над алфавитом ∆ суще-
ствует, причём единственное, слово u∆ ∈ A∆, такое что u∆ ∈ pref(α).
При этом вместо всех ω-слов можно рассматривать только все слова
языка ∆k – для какого-либо

k ⩾ max
{
|u∆|

∣∣u∆ ∈ A∆

}
.

Некоторый язык над ∆ является расширенным максимальным пре-
фиксным кодом над алфавитом ∆ тогда и только тогда, когда существует
его непустое подмножество, являющееся максимальным префиксным
кодом над этим алфавитом. (В качестве альтернативного определения
можно из определения предыдущего убрать слова «причём единствен-
ное».)

13 В процитированных выше статьях эта гипотеза «доказывалась как
теорема». Контрпример был приведён в настоящей статье, в разделе
XIII.

Приведём несколько эквивалентных формулировок
этой же гипотезы (Ξ\/ ); сама эквивалентность следует из
изложенного в настоящей статье материала.

Гипотеза Ξ\/ ′.
Пусть задан некоторый конечный язык D ⊆ Σ∗. При

этом D – минимальный в своём классе эквивалентно-
сти 14; это означает 15, что не существует языка D ⊆ Σ∗,
такого что D ∈ mp+(D).
Любой конечный язык A ⊆ Σ∗, принадлежащий рас-

сматриваемому классу эквивалентности A⩽|⩾D, может
быть построен за следующие 4 шага:
1) выбирается некоторый алфавит ∆, такой что |∆| =

|D|;
2) строится некоторый язык A ′

∆ ∈ mp(∆);
3) строится некоторый (любой – но, конечно, завися-

щий от исходного языка A) язык A∆ ⊆ ∆∗, такой
что A∆ ⊇ A ′

∆; т. е., неформально, к языку A ′
∆

добавляются произвольные слова, а формально –
A∆ ∈ mp+(∆);

4) строится язык hD(A∆).
Построенный язык должен совпасть с языком A.

Гипотеза Ξ\/ ′′.
Утверждение, сформулированной в [3, Th. 1], являет-

ся верным – т. е. сформулированное в [3] достаточное
условие эквивалентности A⩽|⩾B является необходимым
и достаточным.

Теперь сформулируем эквивалентный вариант гипоте-
зы, опираясь на возможное её не выполнение. Для этого
ответим на вопрос, как удачно сформулировать, что при
этом невыполнении «может произойти». По-видимому,
лучше всего ответить на этот вопрос на основе форму-
лировки (Ξ\/ ′). Раз в потенциальном контрпримере не все
слова языка A принадлежат минимальному множеству
(языку) D∗, то существует некоторый минимальный в
своём классе эквивалентности язык D (будем считать,
что именно он задаёт рассматриваемый нами класс экви-
валентности) и не принадлежащее множеству D∗ слово
(пусть это u ∈ Σ∗), такие что

(D ∪ {u}) ⩽|⩾ D

(или, что эквивалентно, (D∪{u})⩽|D). Поэтому гипотезу
формулируем просто как несуществование такой пары.

Гипотеза Ξ\/ ′′′.
Не существует пары (D,u), где

D ⊆ Σ∗ и u ∈ Σ∗, u /∈ D∗,

такой что:
• язык D – минимальный в своём классе эквивалент-
ности 16;

• (D ∪ {u}) ⩽|⩾ D.

14 При формулировки основного варианта данной гипотезы, т. е. (Ξ\/ ),
такого дополнительного требования не нужно.

15 Возможно также объяснение минимальности с помощью одного
из описанных в разделе XI настоящей статьи (часть II) частичных
порядков на множестве языков. Более того, «эквивалентность для на-
ших задач различных вариантов минимальности» – возможная тема
отдельной публикации.

16 Об этой минимальности – см. комментарий и сноску в варианте
формулировки (Ξ\/ ′).
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В оставшейся части статьи мы будем в первую очередь
рассматривать последний вариант гипотезы – т. е. (Ξ\/ ′′′).
Понятно, что мы не знаем ни одной подобной пары
(u,D) – и также не знаем доказательства несуществова-
ния такой пары (а иначе всё это нельзя было бы называть
гипотезой); однако сейчас мы предположим, что такая
пара существует – и будем рассматривать соответству-
ющие язык D (ещё раз повторим, что он – минимальный
в своём классе эквивалентности) и не принадлежащее
языку D∗ слово u.
В рамках сделанных предположений несложно убе-

диться в следующем факте – формулируемом далее в
этом абзаце. Пусть v – слово языка D (причём любое
слово). Тогда «уберём» из D это слово v и «вместо
него добавим» ранее отмеченное слово u – обозначим
полученный язык Du−v. Тогда неверно, что

D ⩽|⩾ Du−v . (8)

(По-видимому, лучше говорить «менее обязывающе»,
т. е. что «это, вообще говоря, неверно» – потому что
соответствующие примеры у нас фактически уже были,
а доказательства в общем случае мы пока не приводим.
Например, для v = a – или, вообще говоря, для любого
1-буквенного слова – мы не можем ни для какого k ⩾ 2

иметь слово ak

• ни в качестве другого элемента языка D,
• ни в качестве слова u –

поскольку оба этих варианта противоречили бы сде-
ланным предположениям. Однако и для произвольного
слова v, не обязательно 1-буквенного, соответствующее
доказательство провести возможно 17.)
Таким образом, вообще говоря, условие (8) неверно.

Однако из этого факта вовсе не следует
• ни возможность,
• ни невозможность

существования нескольких «нарушений» рассматривае-
мой гипотезы (Ξ\/ ) 18 – причём для одного и того же
языка D (это важно для дальнейшего). Более того, мы
не можем утверждать, что невозможна ситуация, когда
«замена» нескольких слов языка D (причём не менее чем
1 слова) на несколько других слов 19 даёт язык, принад-
лежащий классу эквивалентности по отношению ⩽|⩾ , –
классу, образованному рассматриваемым языком D. Эк-
вивалентность, аналогичную (8), при этом логично запи-
сать так:

D ⩽|⩾ DF−G

(здесь G – удаляемое множество слов, а F – добавляемое
множество).
Сформулируем всё сказанное в виде следующей гипо-

тезы (Ξ\/Ξ\/ ).

Гипотеза Ξ\/Ξ\/ .
Гипотеза (Ξ\/ ) не выполняется. Однако при этом не

существует конечного языка D ⊆ Σ∗, для которого
выполнено следующее.

17 Это доказательство вряд ли представляет интерес для настоящей
статьи – но может быть частью предмета одной из будущих публика-
ций.

18 Повторим, это не связано с условием (8).
19 Каждое из которых нарушает гипотезу (Ξ\/ ′′′) в качестве слова u –

и, следовательно, основную формулировку, гипотезу (Ξ\/ ).

Во-первых, для этого D гипотеза (Ξ\/ ) не выполняется
для каждого из следующих слов:

u1, u2, . . . , un

(согласно приведённым выше пояснениям, выполнено не
только неравенство n ⩾ 1, но и n ⩾ 2; кроме того, ни
одно из этих слов не входит в язык D∗). Обозначим

{u1, u2, . . . , un } = F .

Во-вторых, для этих языков D и F существует некоторое
непустое множество G ⊆ D, такое что

D ⩽|⩾ DF−G .

Будем кратко обозначать эту гипотезу записью (Ξ\/Ξ\/ ).

Включения двух сформулированных гипотез можно
изобразить на следующем рис. 1:

Рис. 1. Включение гипотез.

Здесь каждой «точке» рисунка соответствует некоторый
язык 20 – и, конечно же,

• как «внутреннее» множество языков, соответствую-
щее потенциальному выполнению гипотезы (Ξ\/ ),

• так и «внешнее» множество языков, соответствую-
щее потенциальному невыполнению гипотезы (Ξ\/ ),
но при этом выполнению гипотезы (Ξ\/Ξ\/ ) –

не могут быть пустыми (что очевидно в связи с су-
ществованием многих тривиальных примеров 21) – но
при этом на самом деле могут совпадать с «внешни-
ми для них» множествами языков. В таком возможом
совпадении множеств языков и заключаются сами эти
гипотезы.

XV. ОБ ОДНОЙ ГИПОТЕЗЕ
ТЕОРИИ ФОРМАЛЬНЫХ ЯЗЫКОВ – ЕЩЁ РАЗ

О БЕСКОНЕЧНЫХ ИТЕРАЦИОННЫХ ДЕРЕВЬЯХ
Cформулируем приведённую выше гипотезу в терми-

нах бесконечных итерационных деревьев (БИДов), рас-
сматривавшихся нами в [5], [6], [7], [8]. Будем применять
вариант гипотезы (Ξ\/ ′′′). Конечно, здесь мы строим неко-
торое конкретное БИД для одного языка (в некоторых
моделях, рассмотренных в этих публикациях, «на входе»
была пара конечных языков) – а именно того, который
во всех формулировках гипотезы обозначался как D; мы
рассматриваем его итерации.

20 Точнее – пара (язык D, слово u) для первой гипотезы и тройка
(язык D, язык F, язык G) для второй гипотезы. На рисунке мы в обоих
случаях имеем в виду только варианты языка D.

21 Достаточно хотя бы рассмотреть язык D = {a, b } над алфавитом
Σ = {a, b }. (Упрощая, можно говорить, что «здесь язык совпадает с
алфавитом».) Конечно же, никакого «плохого» слова u в этом примере
не существует – просто потому, что здесь не существует слóва, не
принадлежащего Σ∗.
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Рис. 2. Повтор [8, рис. 14] – пример абстрактного бесконечного итерационного дерева морфизма
для алфавита ∆ = {0, 1} (показаны уровни от 0-го до 5-го).

Рис. 3. Пример конкретного бесконечного итерационного дерева для алфавита Σ = {a, b} и языка {a, ab, bb }

(показаны уровни дерева от 0-го до 4-го).

Рис. 4. Пример бесконечного итерационного дерева, существование которого для невыполнения гипотезы (Ξ\/ )
было бы нужно в примере с предыдущего рисунка – причём с корнем в какой-либо неотмеченной там вершине.
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Сразу отметим следующее обстоятельство. Во всех
примерах, рассмотренных в процитированных статьях,
деревья строились над тем алфавитом, который мы прак-
тически всегда обозначаем ∆; «наиболее интересные» из
рассмотренных примеров таких деревьев были приведе-
ны на следующих рисунках: [8, рис. 14] и впоследствии
[5, рис. 1]. «Самый интересный» и при этом «наиболее
абстрактный» [8, рис. 14] мы повторяем здесь – это рис. 2
настоящей статьи.
Что там нарисовано? 22 Каждое слово над рассматри-

ваемым алфавитом ∆ можно прочесть на (единственном
для него) пути, начинающемся в корне дерева. На рисун-
ке одним и тем же цветом отмечены вершины (слова), от-
носящиеся к одному и тому же классу эквивалентности;
пример сделан таким образом, что (бесконечные) под-
деревья, относящиеся к вершинам одного класса, также
эквивалентны 23 – в противном случае нельзя было бы
говорить, что рассматривается БИД.
Повторим, что рассмотренный пример – «абстракт-

ный», т. е. какого-либо конкретного морфизма, для ко-
торого получается именно приведённое на рис. 2 дерево,
мы не даём 24. Хотя, конечно, несмотря на рассмотрение
в предыдущих статьях слов над алфавитом ∆, нас суще-
ственно больше интересуют морфизмы самих этих слов –
слова над алфавитом Σ.
На аналогичном бесконечном дереве – но, однако, по-

строенном для слов алфавита Σ – будем отмечать слова,
принадлежащие языку D∗; для примера рассмотрим язык
D = {a, ab, bb }. На рис. 3 помечаем слова языка D∗

следующим образом:
• красным цветом – слова, (единственное) разложение
которых на слова языка D кончается на слово a;

• синим цветом – аналогично для слова ab;
• зелёным цветом – аналогично для слова bb.

Понятно, что в принципе некоторое слово может быть
помечено более чем одним цветом (тривиальный пример
получается при наличии в языке слов a и aa одновремен-
но). Кроме того, по смыслу таких пометок, желательно
также пометить всеми возможными цветами корень де-
рева, вершину ε.
Про полученное дерево – отметим, что его тоже можно

назвать БИДом – сделаем такие два «не очень важных»
замечания 25.

• Во-первых, для заданного таким образом языка D

выполнен критерий однозначности декодирования –
несмотря на то, что D не обладает свойством пре-
фикса 26. В связи с этим ни одна вершина, соответ-
ствующая слову языка Σ∗, не «покрашена» в 2 (и

22 Мы совершенно по-иному объясняем материал и рисунки той
статьи.

23 Сама эквивалентность бесконечных деревьев определяется
есественным образом.

24 Это можно рассматривать как отдельную задачу – построение
конкретного морфизма по заданному БИД. Решение этой задачи может
быть полезным для получения инъективного отображения множества
БИДов во множество морфизмов. (При этом инъективное отображение
«в обратную сторону», т. е. отображение множества морфизмов во
множество БИДов, строится алгоритмически – и очень похожую задачу
мы фактически рассматривали при построении автомата PRI.)

25 Точнее, эти замечания мало связаны с предметом настоящей
статьи.

26 Самое простое объяснение этого – D обладает свойством суффик-
са.

тем более в 3) цвета одновременно – кроме, конечно,
корня дерева, вершины ε.

• Во-вторых, любое слово языка Σ∗, имеющее пре-
фикс a, «покрашено». Это для рассматриваемого
языка D можно доказать строго.

Существенно важнее следующее. Мы помечаем пу-
ти этого дерева, соответствующие всем «покрашенным»
словам: на рис. 3 помечаем рёбра каждого из этих пу-
тей серым цветом; для удобства рассмотрим упрощение
рисунка 3, т. е. рис. 4, – на нём мы оставили только эти
рёбра. Гипотеза (Ξ\/ ) (более точно, её версия (Ξ\/ ′′′) ) «с
точки зрения БИДов» заключается в том, что в таком
бесконечном итерационном дереве для алфавита Σ не
существует ни одной такой «непокрашенной» вершины,
что БИД, соответствующее этой вершине как корню,
включает в себя рассматриваемое «серое» БИД в каче-
стве подмножества 27.
Понятно, что в рассматриваемом нами примере такие

вершины могли бы быть только в «правом» поддереве –
т. е. только среди слов, начинающихся с b. Вообще, для
рассматриваемого примера можно строго доказать что
такого БИДа не существует. Это удаётся доказать и для
всех примеров, рассмотренных нами – как «вручную» 28,
так и с помощью компьютерных программ (описанных в
[7], [8], [11] и др.); а гипотеза (Ξ\/ ) заключается именно
в том, что этот факт выполняется всегда.
В заключение раздела отметим следующее. Кроме

формулировки в терминах бесконечных итерационных
деревьев приведённую гипотезу (Ξ\/ ) можно переформу-
лировать и в терминах недетерминированных конечных
автоматов (прежде всего – с помощью определённого в
разделе II части I автомата K для заданного конечного
языка, в нашем случае – K(D) ). Немного подробнее см.
уже процитированные статьи [5], [6], а также [13], [14],
[15] – однако более подробно эту тему мы предполагаем
рассмотреть в следующих публикациях.

XVI. РЕШЁТКА В ЗАДАЧЕ ПОСТРОЕНИЯ
ОПТИМАЛЬНОГО ИНВЕРСНОГО МОРФИЗМА
В этом разделе мы показываем, что на множестве Ω

подмножеств потенциальных корней (точнее – на спе-
циальном подмножестве множества Ω) при выполнении
сформулированной выше гипотезы (Ξ\/Ξ\/ ) выполняется
определение решётки по пересечению и объединению.
Конечно, про «самую обычную» полурешётку по пере-

сечению (в задаче построения оптимального инверсного
морфизма) мы говорить не можем: например, для языка
D = {a} можно рассмотреть такой тривиальный пример:

A = {a2} , B = {a3} ;

для него

D⩽|⩾A⩽|⩾B , и при этом A ∩ B = ∅.

В связи с этим сделаем такое первое упрощение. Будем
рассматривать только те потенциальные корни, которые
не представимы в виде конкатенации других потенци-
альных корней: для исходного множества потенциальных

27 Здесь приведено неформальное изложение этой гипотезы, исполь-
зующее слова «непокрашенный», «серый» и т. п. – но, конечно, всё это
очень легко записать «в виде формул».

28 Приведённый в одной из предыдущих сносок язык D = {a, b } и
является одним из таких примеров, причём тривиальным.
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корней Ω ′ ⊆ Σ∗, относящемуся к заданному конечному
языку A ⊆ Σ∗, т. е.

Ω ′ =
{
u ∈ Σ∗ ∣∣ (∃k ∈ N) (uk ∈ A)

}
,

будем рассматривать такое его подмножество Ω ⊆ Σ∗:

Ω = Ω ′ \Ω ′′, где
Ω ′′ =

{
u ∈ Ω ′ ∣∣ (∃u1, u2, . . . , uk ∈ Ω ′, k ⩾ 2)

(u1u2 . . . uk = u)
}
.

Сразу сделаем такое замечание. Казалось бы, такое же
упрощение можно сделать и в первой задаче? 29 Однако
там это гораздо менее интересно: в первой задаче мы все
потенциальные корни получаем путём «деления слов на
конкретную, заранее заданную константу», – и именно
поэтому там представляет интерес работа только со
всеми потенциальными корнями.
Теперь отметим, что при предположении о выпол-

нении гипотезы (Ξ\/ ) можно сделать вывод, что полу-
решётка состоит из единственного множества – выше
обозначенного нами Ω (напомним, что мы рассматрива-
ем полурешётку по пересечению). Объяснить это можно
следующим образом: согласно (Ξ\/ ), любое слово язы-
ка, входящего в класс эквивалентности, образованный
некоторым минимальным языком D (а последним, как
несложно убедиться, при выполнении гипотезы (Ξ\/ ) по
каждой рассмотренной выше метрике и является язык
Ω), представляется как некоторая конкатенация слов D

(или Ω). Таким образом, при сделанном выше первом
упрощении полурешётка по пересечению, конечно, име-
ется (а следовательно, имеется и решётка), – хотя состоит
эта полурешётка из единственного множества потенци-
альных корней – из всего Ω.
Поэтому вызывает интерес рассмотрение полурешётки

(по тому же пересечению) не для отношения ⩽|⩾ , а для
отношения |⩾ . Итак, мы начинаем использовать такое
второе упрощение. В нём рассмотрение отношения |⩾
означает, что в качестве элементов полурешётки выбира-
ются те подмножества множества Ω, которые находятся
в этом отношении |⩾ с множеством Ω: т. е. такие A, что

A |⩾ Ω

(понятно, что при этом мы рассматриваем только такие
A, что A ⊆ Ω ′).
«Зато» при этом мы далее будем считать, что выполне-

но менее сильное утверждение – (Ξ\/Ξ\/ ) 30. По-видимому,
это можно назвать третьим упрощением (а не усложне-
нием) – или ещё одним условием существования полу-
решётки.

29 Т. е. в задаче извлечения корня из языка.
30 Неформально: без этого утверждения – о какой полурешётке

можно говорить? Объясним это, также неформально.
Если не выполнена гипотеза (Ξ\/Ξ\/ ), то для рассматриваемого ми-

нимального языка D обязательно существует эквивалентный ему по
отношению ⩽|⩾ язык, который не содержит некоторые слова языка
D (поскольку, согласно сделанному предположению и в терминых
введённых выше обозначений, G ̸= ∅); пусть это язык D ′.
Понятно, что

D ∩D ′ ⊂ D

(т. е. не равен D), поэтому, вследствие предположенной нами мини-
мальности языка D мы получаем, что

D ∩D ′ <| D −

и условие для полурешётки по пересечению не выполняется.

При всех сделанных предположениях существование
полурешётки по пересечению очевидно. Действительно,
пересечение любых таких множеств (элементов форми-
руемой полурешётки) по построению содержит язык Ω

и поэтому действительно является полурешёткой 31.
При этом важно отметить, что «такое бывает не все-

гда»; приведём только один пример из наших преды-
дущих построений. Подобное условие для полурешётки
по пересечению не выполняется (вообще говоря) для
нескольких различных задач, возникающих при исследо-
вании универсального автомата (the universal automaton,
[16], [17], [18], [19] и др.; также см. статьи про пол-
ный автомат, the complete automaton, [20] и др.). Кон-
кретно, при построении различных вариантов покрыва-
ющего автомата может не существовать единственного
«минимального» множества гридов (блоков), и наиболее
простой поясняющий пример, по-видимому, такой 32.

Рис. 5. Пример отношения # для регулярного языка.

На приведённом рис. 5 показано отношение # (см. [9]
и др.) для некоторого регулярного языка (конечного авто-
мата) – слева и справа в разных форматах, оба формата
используются в наших публикациях. (Отметим, что со-
гласно [20] для любого «приемлего» варианта отношения
# существует соответствующий ему регулярный язык 33.)
Возможны 2 варианта, соответствующих минимальным
автоматам – «по строкам» (получается канонический
автомат, который мы обычно обозначаем L̃) и «по столб-
цам» (автомат (L̃R)R). Но два множества гридов – в
первом случае (описывающие строки) и во втором случае
(описывающие столбцы) – в пересечении дают пустое
множество, которое, конечно же, не описывает экви-
валентный автомат; поэтому приведённая конструкция
(множество подмножеств множества гридов) не интер-
претируется как полурешётка.
И, конечно, вместе с операцией объединения мы по-

лучаем решётку: объединение таких множеств потенци-
альных корней A1 и A2, что

A1 |⩾ Ω и A2 |⩾ Ω,

даёт такое множество A, что так же

A |⩾ Ω.

31 На самом деле условия идемпотентности, ассоциативности и
коммутативности для операции пересечения выполняются по опреде-
лению – и поэтому в нашей ситуации строимая алгебра не являлась
бы полурешёткой, если бы пересечение каких-либо двух объектов не
являлось бы элементом предполагаемой полурешётки; мы здесь как раз
и показываем, что в нашем случае такое невозможно.
И, конечно, включение «лишних» потенциальных корней в рассмат-

риваемом нами случае (т. е. при всех сделанных выше упрощениях)
не является проблемой: мы ведь рассматриваем те элементы A фор-
мируемой полурешётки, для которых выполнено условие A |⩾Ω – не
обязательно A⩽|⩾Ω.

32 Интересно отметить, что тот же самый пример мы обычно при-
водим и для совершенно иной задачи, связанной с недетерминирован-
ными конечными автоматами, – а именно, с описанием эвристических
алгоритмов их минимизации.

33 В процитированных статьях описаны необходимые для этого алго-
ритмы – т. е. доказательство существования является конструктивным.
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То есть множество-объединение, во-первых, состоит из
элементов – потенциальных корней, и, во-вторых, также
удовлетворяет требуемым ограничениям.
В заключение раздела снова сделаем замечание, совер-

шенно аналогичное приведённому после формулировки
первого упрощения. Казалось бы, все приведённые нами
упрощения можно сделать и в первой задаче? И ответ
примерно такой же: там, в первой задаче, представляет
интерес работа только со всеми потенциальными кор-
нями. Однако, конечно, и в задаче извлечения корня из
языка при рассмотрении отношения |⩾ (вместо ⩽|⩾ ) мы
тоже получаем полурешётку по объединению.

XVII. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В этом разделе мы, в отличие от большинства наших

статей, приводим очень мало проблем для дальнейшего
исследования: такие проблемы уже были сформулирова-
ны ранее по тексту статьи. Более того, отметим сразу, что
весь раздел VII (часть II) можно считать совокупностью
таких формулировок. Поэтому среди предполагаемых
направлений будущей работы перечислим только самые
важные.
Автор собирается опубликовать конкретную неточ-

ность в одном из вспомогательных доказательств, ранее
приведённых в [3]. Также важно рассмотрение «эквива-
лентности» для наших задач различных вариантов мини-
мальности языка (обычно обозначаемого нами D) – это
должно упростить формулировки результатов и доказа-
тельства, использующие такой минимальный язык.
В самом конце статьи отметим, что в одной из следу-

ющих публикаций мы собираемся подробно рассмотреть
автоматы, которые в тексте настоящей статьи были на-
званы автоматами K(A) для заданного конечного языка
A ⊆ Σ∗. Одно из названий подобных автоматов в ан-
глоязычной литературе – semi-flower automata, [21]; по-
видимому, удачное русское название, уже применённое в
одной из сносок части I, – «лепестковые автоматы».
Эти автоматы несколько раз были использованы в на-

шей статье – поэтому их подробное рассмотрение долж-
но быть интересно для дальнейшего исследования рас-
смотренных выше вопросов. Прежде всего мы собираем-
ся привести доказательство существования лепесткового
автомата, соответствующего любой возможной таблице
бинарного отношения # (т. е., иными словами, – для
таблицы, соответствующей любому регулярному языку).
Далее – доказательство существования такого автомата
для любой последовательности состояний в такой табли-
це (поскольку для состояний лепесткового автомата мож-
но естественным образом ввести частичный порядок –
что даст варианты полного линейного порядка для авто-
мата, соответствующего таблице бинарного отношения
#). Всё это даст возможность свести к рассмотрению
регулярных языков и недетерминированных конечных
автоматов (причём не только автоматов PRI и NSPRI,
но и автоматов «более информативных») любой частный
случай проблемы проверки гипотезы A⩽|B.
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Semi-lattices of the subsets of potential roots
in the problems of the formal languages theory.

Part III. The condition for the existence of a lattice
Boris Melnikov

Abstract—In the paper, we consider all possible subsets of the
set of potential roots forming in some situations semi-lattices,
by intersection and / or by union. Such structures arise in two
similar problems in the theory of formal languages. Specifically,
for some given finite language, we consider the problem of
extracting the root of a given degree and the problem of
constructing an optimal inverse morphism, where optimality
can be defined, for example, as the length of the maximum
word of a language that is an inverse morphic image.
In both of the above cases, it is necessary to construct the set

of so-called potential roots, i.e., such words of the alphabet in
question, for each of which some degree of it is included in the
source language. It is important to note that the construction
of the set of all potential roots can be performed using a
simple polynomial algorithm. Exponential algorithms for both
problems are obvious: we just need to sort through all subsets
of the set of these potential roots, and choose the appropriate
one among these subsets. Therefore, the problem is to describe
possible polynomial algorithms for these problems.
For both of these problems, the possible existence of two

semi-lattices available on a pre-constructed set of subsets of
potential roots is of interest.
Among other things, in the paper we present the formulation

of one important hypothesis of the theory of formal languages,
in which we can assert that a special subset of a set of languages,
each of which is an inverse morphic image of a given language,
forms not only a half-lattice by union, but also a half-lattice by
intersection (and, therefore, a lattice).
The proposed third part of the article, similar to the second

part, is more devoted to the second problem, i.e., the problem
of constructing an optimal inverse morphism. We formulate
a hypothesis of the theory of formal languages, in which
special subsets of the set of potential roots form an intersection
semilattice.

Keywords—formal languages, iterations of languages, mor-
phisms, inverse morphisms, binary relations, semi-lattices, algo-
rithms.
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