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Аннотация — Работа посвящена математическому 

моделированию движения космического аппарата (КА) 
по эллиптической орбите. Вектор ускорения от тяги 
двигателя во всё время движения КА направлен 
перпендикулярно плоскости его орбиты. Модуль вектора 
ускорения при этом сохраняет постоянное значение. 
Движение КА описано с помощью линейного 
кватернионного дифференциального уравнения 
ориентации орбиты КА, не имеющего особых точек. 
Приближённое решение этого уравнения найдено в виде 
линейной комбинации базисных функций. Рассмотрены 
случаи, когда базисными функциями являются полиномы 
или тригонометрические функции. Для нахождения 
кватернионных коэффициентов указанного разложения 
был применён метод взвешенных невязок. В качестве 
весовых функций были взяты дельта-функции Дирака. 
Результаты расчётов по аналитическим формулам, 
полученным в работе, были сопоставлены с результатами 
численного решения задачи Коши методом Рунге-Кутты 4-
го порядка точности. В работе приведены таблицы 
погрешности определения ориентации орбиты КА 
для случая, когда начальное положение орбиты КА 
соответствует ориентации орбиты одного из спутников 
орбитальной группировки ГЛОНАСС. Показано, 
что разложение искомого решения по полиномам даёт 
меньшую погрешность, чем разложение 
по тригонометрическим функциям. Установлено, 
что погрешность определения скалярной части искомого 
кватерниона меньше погрешности нахождения компонент 
его векторной части. 
 
Ключевые слова — метод взвешенных невязок, 

кватернион, космический аппарат, орбита. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
В работе рассмотрена задача определения ориентации 

эллиптической орбиты КА относительно инерциальной 
системы координат, начало которой находится в центре 
масс Земли, а оси направлены на удалённые звёзды. 
Во время движения КА по орбите на него действует 
ускорение от тяги реактивного двигателя. В статье 
рассмотрен актуальный частный случай задачи, когда 
ускорение направлено перпендикулярно плоскости 
его орбиты. При этом уравнения движения КА по орбите 
принимают более простой вид. Известно, что лишь 
величина составляющей вектора реактивного ускорения, 
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ортогональной плоскости орбиты КА, влияет 
на изменение её ориентации в пространстве. 
На изменение формы и размеров орбиты КА влияют 
те составляющие вектора ускорения, которые лежат 
в плоскости его орбиты (в рассматриваемом частном 
случае эти компоненты вектора ускорения равны нулю). 
В астродинамике для описания ориентации орбиты КА 
обычно используются уравнения в угловых элементах 
орбиты ( uΩ – долгота восходящего узла, I  – 

наклонение орбиты, πω  – угловое расстояние 
перицентра от узла) [1, 2]. 

( )

( )

( ) .
cos1

,cos

 ctgsin

, cosecsin

2

3

2

3

2

3

ϕ+
=ϕ+ω=

ϕ

⋅ϕ+ω−=
ϕ

ω

⋅ϕ+ω=
ϕ

Ω

π

π

π

e
pr

c
ru

d
dI

c
ru

d
d

c
ru

d
d u

Ι,

Ι

π  (1) 

Здесь ϕ  – истинная аномалия (угол между радиус-
вектором КА и радиус-вектором перицентра 
его орбиты), u  – проекция вектора ускорения от тяги 
реактивного двигателя на направление вектора момента 
скорости КА; const=c  – модуль вектора момента 
скорости КА; r  – модуль радиус-вектора центра масс 
КА; p  и e  – параметр и эксцентриситет орбиты КА. 

Уравнения (1) являются сильно нелинейными, 
содержат тригонометрические функции и вырождаются 
при π= ,0I . Это затрудняет их аналитическое 
исследование. В настоящей работе для описания 
движения центра масс КА использованы 
дифференциальные уравнения ориентации орбиты 
в параметрах Эйлера [3-5], которые являются 
линейными и не имеют особых точек. Указанное 
обстоятельство позволило предложить метод 
нахождения найти приближённого решения уравнений 
в параметрах Эйлера при условии, что на КА действует 
ускорение, постоянное по модулю.  

II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
Предположим, что КА движется по эллиптической 

орбите под действием реактивного ускорения, 
ортогонального плоскости его орбиты. Тогда 
кватернионные безразмерные уравнения, описывающие 
изменение ориентации орбиты КА относительно 
инерциальной системы координат, имеют вид 
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 Здесь 321 iii 321 Λ+Λ+Λ+Λ=Λ  – нормированный 

кватернион ориентации орбиты КА; ki , 3,2,1=k  – 

векторные мнимые единицы Гамильтона; N – 
характерный параметр задачи (безразмерная 
комбинация максимального значения ускорения от тяги 
реактивного двигателя КА, большой полуоси орбиты КА 
и модуля момента скорости КА). 
 Аналитическое решение уравнений (2) известно лишь 
в частных случаях (см., например, работы [7-10]). Пусть 
величина ускорения от тяги реактивного двигателя 
сохраняет постоянное значение во всё время движения 
КА (т.е. const==⋅ bNNu ). Именно такой вид имеет 
оптимальное по Понтрягину [11] управление 
при решении задачи быстродействия [12]. 
 Определим закон изменения ориентации орбиты КА 
при [ ]∗ϕ∈ϕ  ;0 , зная её начальное положение 

.(0)рад 0 при нΛΛ ==ϕ  (3) 

III. МЕТОД ВЗВЕШЕННЫХ НЕВЯЗОК 
Для того чтобы найти приближённое решение 

уравнений (2) с начальным условием (3), применим 
метод взвешенных невязок. Пусть искомое решение 
имеет вид 
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 Здесь ka  – неизвестные коэффициенты 

(кватернионы), а )(ϕkN  – базисные функции (они 

должны быть линейно независимы на отрезке [ ]∗ϕ ;0 ). 
 Помимо линейной независимости базисных функций, 
каждая из них должна равняться нулю на левом краю 

отрезка интегрирования, т.е. ( Mk ,1= ) 

.0(0)рад 0 при ==ϕ kN  (5) 
Очевидно, что в этом случае 
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Таким образом, при выполнении условия (5), 
разложение (4) удовлетворяет начальному условию (3) 
при любых конечных ka . 
 Приближённое значение производной от искомой 
функции есть 
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 Подставим (4) с учётом (6) в уравнение (2), получим 
невязку вида 
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Для того чтобы получить приближённое равенство 

[ ] 0Λ ≈
ϕ*;0

R , можно применить различные методы 

взвешенных невязок [13, 14]. Проще всего использовать 
метод поточечной коллокации, при этом весовыми 
функциями будут дельта-функции Дирака 

)()( ssW ϕ−ϕδ=ϕ . Здесь Mss /*ϕ⋅=ϕ  ( Ms ,1= ) 
– точки коллокации. Тогда должны выполняться 

равенства ( Ms ,1= ): 
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 Упростим последние равенства, применяя 
фильтрующее свойство дельта-функции [15], имеем: 
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 Полученные соотношения (7) – это система линейных 
алгебраических уравнений вида faK =⋅  
с кватернионными коэффициентами относительно 
искомых  коэффициентов ka в разложении (4). 

При этом коэффициенты матрицы жёсткости 

и столбца свободных членов имеют вид ( Mks ,1, = ) 
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IV. ПРИМЕРЫ ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 
Рассмотрим кватернион погрешности определения 

ориентации орбиты КА 

[ ]
.),(),(ˆmaxarg)( РК

2/;0
eee ϕ−ϕ=

π∈ϕ
ΛΛerr  

Здесь ),(ˆ eϕΛ  – приближённое решение вида (4), 

где коэффициенты ka  найдены из системы 

уравнений (7); ),(РК eϕΛ  – результат численного 
решения задачи Коши (2), (3) методом Рунге-Кутты 4-го 
порядка точности [16] с шагом 0.001 рад. 
 Пусть начальное положение орбиты КА, 
соответствующее ориентации орбиты одного из 
спутников орбитальной группировки ГЛОНАСС, 
задаётся следующими угловыми переменными: 
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 Параметры Эйлера jΛ , 3,0=j  можно найти, зная 

угловые элементы орбиты, по формулам 
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Компоненты кватерниона ориентации орбиты КА, 
соответствующие указанным выше угловым 
переменным, равны 
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 В табл. 1 показано, как меняется максимальное 
значение модуля кватерниона погрешности )(eerr  
в случае, когда базисные функции являются 
полиномами. 

Таблица 1 
Модуль погрешности при k

kN ϕ=ϕ)(  

e  2=M  4=M  6=M  8=M  
0.0 -2101.7 ⋅  -3101.8 ⋅  -4108.3 ⋅  -4105.4 ⋅  
0.1 -2101.2 ⋅  -4108.0 ⋅  -4104.4 ⋅  -4102.8 ⋅  
0.2 -2101.1⋅  -4104.6 ⋅  -4102.6 ⋅  -4101.6 ⋅  
0.3 -2101.2 ⋅  -4105.5 ⋅  -4101.5 ⋅  -5109.7 ⋅  
0.4 -2101.3⋅  -4108.5 ⋅  -5108.8 ⋅  -5106.2 ⋅  
0.5 -2101.5 ⋅  -3101.3⋅  -5106.0 ⋅  -5104.0 ⋅  

 
 В табл. 2 показано, как меняется максимальное 
значение модуля кватерниона погрешности )(eerr  
в случае тригонометрических базисных функций. 
 

Таблица 2 

Модуль погрешности при 







2ϕ

ϕ
=ϕ ∗

kN k
πsin)(  

e  2=M  4=M  6=M  8=M  
0.0 -3109.0 ⋅  -3105.1⋅  -3106.5 ⋅  -2101.6 ⋅  
0.1 -3107.0 ⋅  -3103.4 ⋅  -3104.7 ⋅  -2101.1⋅  
0.2 -2101.1⋅  -3102.2 ⋅  -3103.6 ⋅  -3108.8 ⋅  
0.3 -2101.4 ⋅  -3101.5 ⋅  -3102.7 ⋅  -3106.8 ⋅  
0.4 -2101.7 ⋅  -3101.2 ⋅  -3102.1⋅  -3105.4 ⋅  
0.5 -2101.9 ⋅  -3101.1⋅  -3101.6 ⋅  -3104.4 ⋅  

Из сравнения табл. 1 и 2 следует, что полиномы дают 
меньшую погрешность по сравнению 
с тригонометрическими базисными функциями. 

На рис. 1, 2 показаны законы изменения компонент 
кватерниона погрешности для случая k

kN ϕ=ϕ)( при 

8=M . 

 
Рис. 1. Скалярная часть кватерниона погрешности 

 

 
Рис. 2. Векторная часть кватерниона погрешности 

 
Отметим, что максимальная погрешность 

определения скалярной части оказалась на два порядка 
меньше, чем при нахождении компонент векторной 
части. 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В работе предложен метод нахождения 

приближённого аналитического решения кватернионных 
уравнений ориентации орбиты КА. Результаты 
численного моделирования движения КА по орбите 
показали, что найденное решение обеспечивает 
приемлемую точность определения ориентации орбиты 
КА. Расчётные формулы, полученные в настоящей 
статье, позволяют приближённо определять ориентацию 
орбиты КА не только при малых значениях 
её эксцентриситета  (как в работе [17]), но и при 
больших. 

В дальнейшем предполагается расширить класс 
используемых базисных и весовых функций, чтобы 
повысить точность построенного решения. Также 
найденные аналитические выражения могут помочь 
найти неизвестные начальные приближения 
по сопряжённым переменным при решении краевых 
задач оптимального управления [6, 18]. 
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Abstract — The paper is dedicated to a mathematical 

simulation of the motion of a spacecraft in an elliptical orbit. 
The acceleration vector is limited in modulo and orthogonal to 
the plane of spacecraft orbit during its motion. The spacecraft 
motion is described using a linear quaternion differential 
equation of the spacecraft orbit orientation. This equation has 
no singular points. Its approximate solution was found as a 
linear combination of basis functions. The cases are considered 
when the basis functions are polynomials or trigonometric 
functions. Unknown quaternion coefficients of this 
decomposition are found using the method of mean weighted 
residuals. The weight functions are Dirac delta functions. The 
analytical calculations are compared with the numerical 
solution of the Cauchy problem by the Runge-Kutta method of 
the 4th order of accuracy. Tables of the error in determining 
the orientation of the spacecraft orbit are given for the case 
when the initial position of the spacecraft orbit corresponds to 
the orientation of the orbit of one of the satellites of the 
GLONASS orbital grouping. It is shown that the decomposition 
of the desired solution by polynomials gives a smaller error 
than by trigonometric functions. We can determine the scalar 
part of desired quaternion with the smaller error than its 
vector part. 
 

Keywords — method of mean weighted residuals, quaternion, 
spacecraft, orbit. 
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