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Аннотация–Работа продолжает изучение эвристик, ко-

торые могут быть применены к решению задачи вершин-

ной минимизации недетерминированных конечных авто-

матов методом ветвей и границ, а точнее – к реализации 

наиболее трудоемкого этапа решения, связанного с нахож-

дением минимального покрытия вспомогательной логиче-

ской матрицы специальными подмножествами ее элемен-

тов со значением 1 (true). Описана новый вид эвристики 

(«эвристика большого шага») и рассмотрены различные 

комбинации данной эвристики и двух видов ранее описан-

ных эвристик. Также описана вспомогательная эвристика, 

основанная на применении дополнительной информации 

об анализируемой матрице и позволяющая более точно 

оценить эффективность различных комбинаций основных 

эвристик. 

Наряду с новыми эвристиками описывается также один 

из подходов к анализу результатов численных экспери-

ментов, основанный на построении эталонного набора 

наилучших псевдооптимальных решений и исследовании 

распределений полученных решений для различных вари-

антов алгоритма относительно этого эталонного набора. 

 
Ключевые слова–недетерминированные конечные авто-

маты, минимизация, метод ветвей и границ, эвристиче-

ский алгоритм, программная реализация. 

VIII. ВВЕДЕНИЕ В ЧАСТЬ 2 

Настоящая часть 2 – продолжение части 1, т. е. [1]. Мы 

продолжаем нумерацию пунктов и таблиц, однако 

«сбрасываем» нумерацию библиографических ссылок.  

Работа продолжает серию работ [2–4], посвященных 

исследованию различных вариантов алгоритма, связан-

ного с основным этапом решения задачи вершинной 

минимизации недетерминированных конечных автома-

тов (НКА). Рассматриваемый  подход к решению задачи 

вершинной минимизации основан на результатах работ 

[5–7], его основным этапом является решение вспомога-

тельной задачи, которую можно описать в матричных 

терминах. Сама задача, описание базового алгоритма ее 

решения на основе метода ветвей и границ, а также де-

тали программной реализации алгоритма приведены в 

 
Статья получена 7 сентября 2020.  
Михаил Эдуардович Абрамян, Южный федеральный университет 

(email: m-abramyan@yandex.ru). 

Борис Феликсович Мельников, Университет МГУ – ППИ в Шэнь-
чжэне (email: bf-melnikov@yandex.ru). 

[2–4]; в настоящей работе основное внимание уделяется 

дополнительным эвристикам, позволяющим повысить 

эффективность базового алгоритма. 

Напомним основные факты, связанные с матричной 

задачей и алгоритмом ее решения.  

Рассматривается матрица с логическими значениями 

(true и false или 1 и 0). Будем называть гридом набор 

строк и столбцов данной матрицы, на пересечении ко-

торых содержатся только единицы. Грид называется 

полным, если его нельзя расширить путем добавления 

новой строки или столбца. Если совокупность единич-

ных элементов, соответствующих некоторому набору 

полных гридов, включает все единичные элементы ис-

ходной матрицы, то будем называть такой набор гридов 

покрытием матрицы, а число полных гридов, входящих 

в этот набор, – размером покрытия. Задача заключается 

в нахождении покрытия исходной матрицы, имеющего 

минимальный размер.  

Базовый алгоритм решения данной задачи состоит в 

формировании и последующем анализе набора подза-

дач, каждая из которых представляет собой некоторый 

набор полных гридов для исходной матрицы (который, 

возможно, еще не является покрытием матрицы). Новые 

подзадачи создаются на основе расщепления сущест-

вующей подзадачи на две новые. Это действие пред-

ставляет собой основной шаг базового алгоритма и реа-

лизовано в виде метода MainStep.  

В части 1 работы были описаны и проанализированы 

две эвристики, которые можно включить в базовый ал-

горитм. Первая эвристика, обозначаемая CutOff, связана 

с отсечением подзадач, вторая эвристика, обозначаемая 

MakeGr(N), связана с генерацией начального набора 

полных гридов, при этом параметр N определяет число 

шагов, выполняемых на этапе начальной генерации (для 

каждого единичного элемента исходной матрицы дела-

ется попытка сгенерировать N полных гридов, содер-

жащих этот элемент; гриды, совпадающие с ранее сге-

нерированными, игнорируются). Численные экспери-

менты показали, что эвристика CutOff, взятая изолиро-

ванно, не улучшает базовый алгоритм, тогда как эври-

стика MakeGr(N) позволяет получать, в среднем, луч-

шие псевдооптимальные решения. 

Для тестирования различных вариантов алгоритма 

использовались два метода: StepRun(steps) и 
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TimeRun(seconds). Метод StepRun выполняет указанное 

в параметре steps количество вызовов метода MainStep. 

Продолжительность метода TimeRun (и тем самым ко-

личество вызовов метода MainStep) определяется пара-

метром seconds следующим образом: работа метода 

TimeRun прекращается, если за указанное число секунд 

не будет найдено ни одного нового псевдооптимального 

решения. Варианты алгоритма тестировались на двух 

наборах по 100 матриц, сгенерированных случайным 

образом: первый набор содержал матрицы размера 15 на 

25, полученные путем добавления к начальной нулевой 

матрице 20 различных случайных гридов, а второй со-

держал матрицы размера 30 на 40, построенные на ос-

нове 35 различных случайных гридов.  

IX. ТРЕТЬЯ МОДИФИКАЦИЯ БАЗОВОГО АЛГОРИТМА: 

ДОПОЛНИТЕЛЬНАЯ РАНДОМИЗАЦИЯ 

При использовании начального набора полных гридов, 

т. е. эвристики MakeGr(N), естественно ожидать, и рас-

четы, приведенные в части 1, это подтверждают, что 

результаты будут улучшаться с увеличением начального 

набора (т. е. с увеличением параметра N). Однако при 

этом время каждого шага алгоритма будет увеличивать-

ся (в частности, за фиксированное время будут обрабо-

тано меньшее число подзадач), а действия на каждом 

шаге будут полностью детерминированы и определяться 

исходным составом полных гридов. 

С другой стороны, при выполнении алгоритма с иным 

инициализирующим значением датчика случайных чи-

сел мы можем получить другой начальный набор гри-

дов, на основе которого вполне может быть найдено 

псевдооптимальное решение меньшего размера. При 

этом можно использовать начальные наборы меньшего 

размера, что ускорит обработку подзадач. 

Указанная идея, связанная с дополнительной рандо-

мизацией алгоритма, была положена в основу его сле-

дующей модификации: в алгоритм добавлен метод 

BigStep, реализующий новый уровень – «большой шаг», 

на котором выполняются «основные шаги» (метод 

MainStep). Основная особенность большого шага состо-

ит в том, что в его начале выполняется полная очистка 

набора подзадач, а начальный набор полных гридов 

строится заново при другом инициализирующем значе-

нии датчика случайных чисел. При этом, разумеется, 

существует опасность «потерять» лучшее псевдоопти-

мальное решение, которое может быть достигнуто на 

прежнем наборе гридов, однако, с другой стороны, по-

является шанс улучшить решение за счет совершенно 

новой конфигурации гридов.  

Метод BigStep состоит из трех этапов. На первом из 

них выполняются инициализирующие действия: очища-

ется набор subtasks, создается датчик случайных чисел с 

новым инициализирующим значением (которое больше 

предыдущего на 1) и создается новый начальный набор 

гридов grids и начальная (пустая) подзадача.  

На втором этапе строится первое псевдооптимальное 

решение на основе нового набора полных гридов; для 

этого в цикле вызывается метод MainStep. Чтобы учесть 

информацию о ранее найденном псевдооптимальном 

решении, на данном этапе выполняется не более 

OptSize + N1 вызовов метода MainStep, где OptSize – 

размер наилучшего псевдооптимального решения, по-

лученного на предыдущих больших шагах, а N1 – неко-

торое неотрицательное значение. Если за указанное 

число шагов первое решение не получено, то построе-

ние решения прерывается, и начинается новый большой 

шаг (таким образом, на этом этапе также может про-

изойти отсечение подзадач).  

Если же на втором этапе некоторое решение построе-

но (его размер может превышать текущее псевдоопти-

мальное решение не более чем на N1), то делается по-

пытка его улучшить, выполнив дополнительное количе-

ство N2 вызовов метода MainStep. В этом состоит тре-

тий этап большого шага.  

После завершения указанного числа шагов текущий 

большой шаг завершается, и выполняется очередной 

вызов метода BigStep со следующим инициализирую-

щим значением датчика случайных чисел и теми же па-

раметрами N1 и N2.  

Метод StepRun(stepCount) для данной модификации 

по-прежнему завершает работу, как только число вызо-

вов метода MainStep достигнет значения stepCount (не-

зависимо от того, на каком этапе очередного большого 

шага это произошло), в методе TimeRun(seconds) про-

верка, связанная с завершением алгоритма, выполняется 

после завершения каждого большого шага. 

Описанную эвристику «большого шага» будем обо-

значать BigStep(N1,N2), где N1 и N2 – описанные выше 

параметры данной эвристики. Можно ожидать, что дан-

ная эвристика окажется эффективной в комбинации с 

эвристиками CutOff и MakeGr(N) при небольших значе-

ниях N. 

Матрицы размера 15  25 и 30  40 были обработаны 

методом TimeRun(10) с использованием следующих 

комбинаций эвристик (16 вариантов):  

 CutOff: наличие или отсутствие, 

 MakeGr(N): параметр N равен 1 или 2, 

 BigStep(N1, N2): параметр N1 равен 0 или 1, пара-

метр N2 равен 100 или 1000. 

Кроме того, для матриц размера 30  40 были допол-

нительно рассмотрены 8 вариантов со следующими 

комбинациями: 

 CutOff: наличие или отсутствие, 

 MakeGr(N): параметр N равен 5 или 10, 

 BigStep(N1, 1000): параметр N1 равен 0 или 1. 

В табл. 11 приведено шесть лучших результатов ра-

боты алгоритма с применением эвристики BigStep для 

матриц размера 15  25 и 30  40 (в порядке улучшения 

средних псевдооптимальных решений, т. е. в порядке 

убывания средних размеров найденных покрытий). Для 

сравнения приведен также лучший результат работы 

алгоритма с применением эвристик, рассмотренных в 

части 1 (этот результат выделен курсивом). 

Для каждого элемента данных в таблицах указывают-

ся три характеристики: среднее значение для обрабо-

танных 100 матриц и (в скобках) минимальное и макси-

мальное значение. 

Таким образом, применение эвристики BigStep дейст-

вительно улучшает полученные результаты, однако 

только при условии надлежащего подбора параметров. 

В частности, всегда целесообразно применять отсечение 
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CutOff и использовать большое значение параметра N2 

для эвристики BigStep (в таблице нет ни одного вариан-

та с N2 = 100). Число начальных полных гридов (опре-

деляемое параметром N эвристики MakeGr) не должно 

быть большим, однако для матриц большого размера 

оно не должно быть и слишком малым: для матриц 

15  25 лучшие результаты достигаются при N = 1, а для 

матриц 30  40 – при N = 5. Что касается параметра N1 

эвристики BigStep, то для матриц 15  25 лучшие ре-

зультаты достигаются при N1 = 1, хотя этот параметр 

влияет на результат в меньшей степени, чем другие, а 

для матриц 30  40 более предпочтительным является 

значение N1 = 0 (в таблице нет ни одного варианта с 

N1 = 1 для матриц данного размера). 

 

Таблица 11. Размер наилучшего псевдооптимального решения и время работы алгоритма 

для различных режимов с применением эвристики BigStep 

 TimeRun(10) Время (в секундах) 

15  25, MakeGr(100) 14,76 (12-17) 11,72 (10,12-20,09) 

15  25, MakeGr(2)+BigStep(0,1000)+CutOff 14,80 (12-17) 11,17 (10,01-20,22) 

15  25, MakeGr(2)+BigStep(1,1000)+CutOff 14,69 (12-17) 11,57 (10,05-19,95) 

15  25, MakeGr(1)+BigStep(0,1000) 14,68 (12-17) 11,46 (10,03-19,55) 

15  25, MakeGr(1)+BigStep(1,1000) 14,66 (12-17) 12,42 (10,03-19,98) 

15  25, MakeGr(1)+BigStep(0,1000)+CutOff 14,60 (12-17) 11,50 (10,03-20,67) 

15  25, MakeGr(1)+BigStep(1,1000)+CutOff 14,53 (12-17) 11,85 (10,03-20,69) 

30  40, MakeGr(10) 29,76 (24-35) 14,14 (10,26-20,14) 

30  40, MakeGr(10)+BigStep(0,1000) 29,57 (24-35) 17,60 (10,41-31,71) 

30  40, MakeGr(10)+BigStep(0,1000)+CutOff 29,55 (24-35) 16,88 (10,59-30,50) 

30  40, MakeGr(2)+BigStep(0,1000) 29,50 (24-35) 18,34 (10,16-32,07) 

30  40, MakeGr(2)+BigStep(0,1000)+CutOff 29,50 (24-35) 18,33 (10,16-29,17) 

30  40, MakeGr(5)+BigStep(0,1000) 29,46 (24-35) 18,68 (10,47-40,95) 

30  40, MakeGr(5)+BigStep(0,1000)+CutOff 29,45 (24-35) 18,20 (10,44-38,44) 

 

X. ВСПОМОГАТЕЛЬНАЯ ЭВРИСТИКА, СВЯЗАННАЯ С УЧЕТОМ 

ДОПОЛНИТЕЛЬНОЙ ИНФОРМАЦИИ ОБ ИСХОДНОЙ МАТРИЦЕ 

В данном пункте рассматривается вспомогательная эв-

ристика, которая может использоваться для оценки эф-

фективности ранее описанных эвристик. Данная эври-

стика основана на идее применения дополнительной 

информации о сгенерированных матрицах. Разумеется, 

эта информация в общем случае является недоступной и 

поэтому не может применяться в универсальном алго-

ритме. Однако с ее помощью можно попытаться полу-

чить лучшие решения и тем самым оценить качество 

решений, найденных с помощью различных вариантов 

универсального алгоритма.  

Можно ожидать, что решение, близкое к оптималь-

ному, будет получено, если рассматривать не произ-

вольно сгенерированные полные гриды, а такие полные 

гриды, которые получены на основе (вообще говоря, 

неполных) гридов, использованных при генерации мат-

риц. Для генерации подобных полных гридов достаточ-

но модифицировать метод MakeGridRnd генерации пол-

ных гридов, передавая ему не единственный единичный 

элемент матрицы, который должен входить в созданный 

полный грид, а один из исходных неполных гридов, и 

применяя к нему алгоритм «пополнения», кратко опи-

санный в п. III.  

Этот модифицированный метод MakeGridRnd в даль-

нейшем используется для генерации исходного набора 

полных гридов способом, аналогичным описанному в 

п. VI. Отличие состоит лишь в том, что в новом вариан-

те модифицированный метод MakeGridRnd вызывается 

указанное число раз не для каждого единичного элемен-

та исходной матрицы, а для каждого «начального» не-

полного грида, использованного при ее построении. Как 

и в исходном варианте, чтобы исключить дублирование 

созданных гридов они сохраняются в виде упорядочен-

ного множества. Таким образом, описанная эвристика, 

как и ранее рассмотренная эвристика MakeGr, обеспе-

чивает формирование начального набора полных гри-

дов. Данная эвристика будет обозначаться в виде 

InitGr(N), где N указывает число вызовов метода 

MakeGridRnd для каждого начального грида исходной 

матрицы.  

Эвристика InitGr, как и эвристика MakeGr, использо-

валась в комбинации с другими ранее описанными эв-

ристиками. В табл. 12 приведены три лучших результата 

работы алгоритма с применением эвристики InitGr для 

матриц размера 15  25 и 30  40. Для сравнения приве-

ден также лучший результат работы алгоритма из 

табл. 11 (это результат выделен курсивом). 
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Таблица 12. Размер наилучшего псевдооптимального решения  

для различных режимов с применением эвристики InitGr 

 TimeRun(10) 

15  25, MakeGr(1)+BigStep(1,1000)+CutOff 14,53 (12-17) 

15  25, InitGr(10) 14,46 (12-17) 

15  25, InitGr(1)+BigStep(1,1000) 14,46 (11-17) 

15  25, InitGr(100) 14,44 (11-17) 

30  40, MakeGr(5)+BigStep(0,1000)+CutOff 29,45 (24-35) 

30  40, InitGr(5)+BigStep(0,1000) 27,94 (24-33) 

30  40, InitGr(1)+BigStep(0,1000) 27,86 (24-33) 

30  40, InitGr(2)+BigStep(0,1000) 27,80 (24-33) 

 

Применение эвристики InitGr действительно улучшает в 

среднем ранее полученные псевдооптимальные реше-

ния, хотя для матриц размера 15  25 улучшение являет-

ся не столь существенным. Интересно отметить, что для 

данной эвристики, как и для базового алгоритма, при-

менение эвристики отсечения CutOff не приводит к 

улучшению результатов. Лучшие результаты для мат-

риц размера 15  25 были достигнуты либо без приме-

нения эвристики BigStep и для больших значений пара-

метра N эвристики InitGr, либо с применением эвристи-

ки BigStep и параметре N = 1. Для матриц размера 

30  40 наилучшие значения достигаются только при 

совместном применении эвристик InitGr и BigStep с па-

раметром N = 0. 

XI. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ПСЕВДООПТИМАЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ  

ДЛЯ АЛГОРИТМА С ЭВРИСТИКОЙ INITGR 

В предыдущих пунктах настоящей работы в качестве 

основной характеристики, позволяющей судить об эф-

фективности различных вариантов алгоритма, исполь-

зовалось усредненное значение размера наилучшего 

(т. е. наименьшего) из найденных покрытий исходной 

матрицы; при этом усреднение проводилось по резуль-

татам для 100 случайных матриц выбранного размера. 

Однако естественно предположить, что для отдельной 

матрицы наилучшее решение может быть достигнуто и 

в случае такого варианта алгоритма, который не показал 

лучший результат «в среднем». Поэтому возникает во-

прос о распределении полученных псевдооптимальных 

решений для различных вариантов алгоритма относи-

тельно некоторой «эталонной» выборки. Если бы были 

известны истинные оптимальные решения, тогда в каче-

стве эталонной выборки следовало бы использовать 

именно их. В нашей ситуации эталонную выборку мож-

но сформировать, включив в нее для каждой матрицы 

наилучшее псевдооптимальное решение из всех рас-

смотренных вариантов алгоритма.  

Проиллюстрируем данный подход на примере анали-

за распределения решений для алгоритма с эвристикой 

InitGr, описанной в п. X. Вначале для набора матриц 

каждого размера рассмотрим по три варианта алгорит-

ма, для которых были получены наилучшие псевдооп-

тимальные решения в среднем (эти варианты приведены 

в табл. 12).  

В табл. 13 приведены распределения, связанные с 

тремя наилучшими вариантами алгоритма  для набора 

из 100 матриц размера 15  25. 

Приведенная информация означает, что если для каж-

дой матрицы выбрать наилучшее псевдооптимальное 

решение из трех решений, соответствующих указанным 

вариантам алгоритма, то в этот «комбинированный» 

набор наилучших псевдооптимальных решений попадут 

примерно 80% решений, найденных каждым алгорит-

мом, а остальные 20% будут отличаться от «самого 

лучшего» псевдооптимального решения (найденного 

каким-то другим алгоритмом из этих трех) не более чем 

на 1 (если не учитывать 1% случаев отличия на 2, за-

фиксированный во втором из приведенных вариантов 

алгоритма). В качестве дополнительной информации 

для каждого варианта алгоритма приводится среднее 

значение для псевдооптимальных решений (эти средние 

значения указаны также в табл. 12). Кроме того, в пер-

вой строке таблицы приводится среднее значение для 

«комбинированного» набора наилучших псевдоопти-

мальных решений, равное 14.26. 

Распределение для набора из 100 матриц размера 

30  40 приведено в табл. 14. Здесь 85% наилучших 

псевдооптимальных решений, вошедших в комбиниро-

ванный набор, дает первый из указанных вариантов ал-

горитма, а «вклад» остальных вариантов меньше. 

Добавим к изучаемому набору дополнительные вари-

анты алгоритма с эвристикой InitGr (которые показали в 

среднем худшие результаты). Теперь для матриц разме-

ра 15  25 распределение примет вид, приведенный в 

табл. 15. 

Анализ данного распределения показывает, что до-

бавленные варианты содержат незначительное количе-

ство лучших псевдооптимальных решений; первые три 

варианта по-прежнему обеспечивают примерно 80% 

подобных решений. Среднее значение для комбиниро-

ванного набора наилучших псевдооптимальных реше-

ний (14,23) мало отличается от ранее полученного 

(14,26). Как было отмечено ранее, для эвристики InitGr 

применение дополнительного отсечения (CutOff не при-

водит к улучшению алгоритма.  

Для матриц размера 30  40 распределение будет 

иметь больше отличий от ранее приведенного (см. 

табл. 16). Здесь первый вариант обеспечивает лишь 69% 
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лучших псевдооптимальных решений (по сравнению с 

85% для ранее приведенного распределения). Это озна-

чает, что многие последующие варианты, давая в сред-

нем худший результат, позволили найти лучшие псев-

дооптимальные решения для отдельных матриц. На-

пример, более детальный анализ результатов показыва-

ет, что для матрицы номер 6 алгоритм InitGr(10) нашел 

псевдооптимальное решение 25, в то время как три пер-

вых (т. е. «лучших» в среднем алгоритма) вернули худ-

шее решение 26. Как следствие этого обстоятельства, 

среднее значение для комбинированного набора наи-

лучших псевдооптимальных решений (27,45) оказалось 

существенно меньше, чем ранее полученное (27,65). 

 
 

Таблица 13. Распределение псевдооптимальных решений  

(три лучших варианта алгоритма, содержащих эвристику InitGr; матрицы размера  15  25) 

0 +1 +2 15 x 25, TimeRun(10) Ср. значение 

100 0 0 Наилучшее псевдооптимальное решение 14,26 

82 18 0 InitGr(100) 14,44 

81 18 1 InitGr(1)+BigStep(1,1000) 14,46 

80 20 0 InitGr(10) 14,46 
 

Таблица 14. Распределение псевдооптимальных решений  

(три лучших варианта алгоритма, содержащих эвристику InitGr; матрицы размера  30  40) 

0 +1 +2 30 x 40, TimeRun(10) Ср. значение 

100 0 0 Наилучшее псевдооптимальное решение 27,65 

85 15 0 InitGr(2)+BigStep(0,1000) 27,80 

80 19 1 InitGr(1)+BigStep(0,1000) 27,86 

72 27 1 InitGr(5)+BigStep(0,1000) 27,94 
 

Таблица 15. Распределение псевдооптимальных решений  

(10 вариантов алгоритма, содержащих эвристику InitGr; матрицы размера  15  25) 

0 +1 +2 15 x 25, TimeRun(10) Ср. значение 

100 0 0 Наилучшее псевдооптимальное решение 14,23 

79 21 0 InitGr(100) 14,44 

78 21 1 InitGr(1)+BigStep(1,1000) 14,46 

77 23 0 InitGr(10) 14,46 

62 35 3 InitGr(10)+BigStep(1,1000) 14,64 

61 35 4 InitGr(1)+BigStep(0,1000) 14,66 

54 38 8 InitGr(1)+BigStep(0,1000)+CutOff 14,77 

52 42 6 InitGr(1)+BigStep(1,1000)+CutOff 14,77 

50 42 8 InitGr(2)+BigStep(0,1000)+CutOff 14,81 

49 46 5 InitGr(100)+CutOff 14,79 

47 45 8 InitGr(2)+BigStep(1,1000)+CutOff 14,84 
 

Таблица 16. Распределение псевдооптимальных решений  

(10 вариантов алгоритма, содержащих эвристику InitGr; матрицы размера  30  40) 

0 +1 +2 +3 +4 30 x 40, TimeRun(10) Ср. значение 

100 0 0 0 0 Наилучшее псевдооптимальное решение 27,45 

69 28 2 1 0 InitGr(2)+BigStep(0,1000) 27,80 

65 31 3 0 1 InitGr(1)+BigStep(0,1000) 27,86 

58 36 5 1 0 InitGr(5)+BigStep(0,1000) 27,94 

45 47 7 0 1 InitGr(2)+BigStep(0,1000)+CutOff 28,10 

44 44 11 0 1 InitGr(1)+BigStep(0,1000)+CutOff 28,15 

44 40 12 4 0 InitGr(100) 28,21 

41 41 16 2 0 InitGr(10) 28,24 

37 53 9 0 1 InitGr(5)+BigStep(0,1000)+CutOff 28,20 

32 49 18 0 1 InitGr(1)+BigStep(1,1000)+CutOff 28,34 

30 55 12 2 1 InitGr(10)+BigStep(0,1000)+CutOff 28,34 

18 44 31 6 1 InitGr(100)+CutOff 28,73 

16 51 26 6 1 InitGr(10)+CutOff 28,70 
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XII.   РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ПСЕВДООПТИМАЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ  

ДЛЯ ОСНОВНЫХ ЭВРИСТИК ИСХОДНОГО АЛГОРИТМА 

Проведем аналогичный анализ для ранее рассмотренных 

вариантов алгоритма, в которых не использовалась до-

полнительная информация, связанная с исходными мат-

рицами (т. е. не использовалась эвристика InitGr): 

 базовый алгоритм и его вариант с отсечением, т. е. 

эвристикой CutOff (эти варианты были рассмот-

рены в п. IV–V); 

 варианты с генерацией начального набора полных 

гридов, т. е. эвристикой MakeGr (см. п. VI) и не-

которые из этих вариантов с отсечением; 

 варианты с дополнительной рандомизацией – эври-

стикой BigStep (см. п. IX, табл. 11). 

Для базового алгоритма, не использующего дополни-

тельные эвристики, в таблицах используется обозначе-

ние BasicBBM – от Branch and Bound Method. 

Для матриц размера 15  25 распределение приведено 

в табл. 17. Наилучший из вариантов алгоритма дает 88% 

всех лучших псевдооптимальных решений. Впрочем, 

даже наихудший из рассмотренных вариантов (базовый 

алгоритм с отсечением) дает достаточно хорошие псев-

дооптимальные решения, отличающиеся от лучших ре-

шений в основном на 1–3 единицы.  

Для матриц размера 30  40 приведем часть таблицы 

распределения, содержащую только варианты с эври-

стикой MakeGr, которые дают наилучшие псевдоопти-

мальные решения (табл. 18). В этой таблице не указаны 

два варианта алгоритма (BasicBBM и CutOff), поскольку 

они дают наихудшие результаты и не влияют на распре-

деление предыдущих вариантов. Заметим, что средние 

значения наилучших псевдооптимальных решений для 

вариантов BasicBBM и CutOff равны соответственно 

34,86 и 41,34. 

 
 

Таблица 17. Распределение псевдооптимальных решений  

(14 вариантов алгоритма, содержащих эвристики CutOff, MakeGr и BigStep; матрицы размера  15  25) 

0 +1 +2 +3 +4 +5 15 x 25, TimeRun(10) Ср. значение 

100 0 0 0 0 0 Наилучшее псевдооптимальное решение 14,41 

88 12 0 0 0 0 MakeGr(1)+BigStep(1,1000)+CutOff 14,53 

82 18 0 0 0 0 MakeGr(100)+CutOff 14,59 

81 19 0 0 0 0 MakeGr(1)+BigStep(0,1000)+CutOff 14,60 

76 23 1 0 0 0 MakeGr(1)+BigStep(1,1000) 14,66 

73 27 0 0 0 0 MakeGr(1)+BigStep(0,1000) 14,68 

72 28 0 0 0 0 MakeGr(2)+BigStep(1,1000)+CutOff 14,69 

66 33 1 0 0 0 MakeGr(100) 14,76 

65 34 1 0 0 0 MakeGr(10) 14,77 

61 39 0 0 0 0 MakeGr(2)+BigStep(0,1000)+CutOff 14,80 

58 38 4 0 0 0 MakeGr(2) 14,87 

45 46 9 0 0 0 MakeGr(1) 15,05 

42 47 11 0 0 0 BasicBBM 15,10 

39 41 19 1 0 0 MakeGr(1)+CutOff 15,23 

23 32 27 12 5 1 CutOff 15,88 
 

Таблица 18. Распределение псевдооптимальных решений  

(14 вариантов алгоритма, содержащих эвристики CutOff, MakeGr и BigStep; матрицы размера  30  40), 

наихудшие варианты BasicBBM и CutOff в таблице не указаны 

0 +1 +2 +3 +4 +5 +6 +7 +8 30 x 40, TimeRun(10) Ср. значение 

100 0 0 0 0 0 0 0 0 Наилучшее псевдооптимальное решение 28,85 

56 26 15 3 0 0 0 0 0 MakeGr(2)+BigStep(0,1000)+CutOff 29,50 

56 26 15 3 0 0 0 0 0 MakeGr(2)+BigStep(0,1000) 29,50 

52 37 10 1 0 0 0 0 0 MakeGr(5)+BigStep(0,1000)+CutOff 29,45 

51 38 10 1 0 0 0 0 0 MakeGr(5)+BigStep(0,1000) 29,46 

47 38 13 2 0 0 0 0 0 MakeGr(10)+BigStep(0,1000)+CutOff 29,55 

45 40 13 2 0 0 0 0 0 MakeGr(10)+BigStep(0,1000) 29,57 

34 43 21 2 0 0 0 0 0 MakeGr(10) 29,76 

32 42 18 5 2 1 0 0 0 MakeGr(100)+CutOff 29,91 

30 42 19 5 3 1 0 0 0 MakeGr(100) 29,97 

12 16 35 22 8 6 1 0 0 MakeGr(2) 31,05 

2 9 12 27 20 16 8 5 1 MakeGr(1) 32,50 

1 11 13 29 20 12 8 4 2 MakeGr(1)+CutOff 32,41 
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Два первых варианта алгоритма, указанные в табл. 18, 

дают 56% наилучших псевдооптимальных решений. 

Следует отметить, что большинство наилучших псевдо-

оптимальных решений дают варианты с эвристикой 

BigStep. 

Как уже было отмечено ранее, варианты с отсечением 

мало отличаются от аналогичных вариантов без отсече-

ний. Интересно отметить, что вариант алгоритма с наи-

лучшим средним значением решений оказался не на 

первом, а лишь на третьем месте, поскольку он позво-

лил найти наилучшие решения лишь в 52% случаев. 

Зато для этого варианта (по сравнению с двумя первы-

ми) имеется существенно большее количество решений, 

отличающихся от наилучшего на 1. При отсутствии эв-

ристики BigStep распределение начинает ухудшаться 

(что, собственно, можно было определить и по среднему 

значению псевдооптимальных решений). 

XIII. АНАЛИЗ ОСНОВНЫХ ЭВРИСТИК С УЧЕТОМ 

РЕЗУЛЬТАТОВ ДЛЯ ЭВРИСТИКИ INITGR 

Эффективность основных эвристик можно более точно 

оценить, если учесть результаты, полученные для вари-

антов алгоритма с эвристикой InitGr. Как отмечалось в 

п. X, эвристика InitGr позволяет получить лучшие ре-

зультаты за счет использования дополнительной ин-

формации о рассматриваемых матрицах, поэтому эти 

результаты можно рассматривать в качестве альтерна-

тивы «истинных» оптимальных решений. Причем в 

данном случае в качестве «эталонного» решения целе-

сообразно использовать не результаты, которые получе-

ны каким-то одним вариантом алгоритма с эвристикой 

InitGr, а комбинированный набор результатов, в который 

входят наилучшие значения для каждой матрицы, вы-

бранные из всех рассмотренных вариантов алгоритма с 

эвристикой InitGr (подобные наборы были построены в 

п. XI – см. табл. 15 и 16). 

Итак, в данном пункте мы рассмотрим распределения 

решений, полученных с помощью основных вариантов 

универсального алгоритма (см. п. XII), к которым будет 

добавлен один особый набор решений – комбинирован-

ный набор наилучших решений, полученных с приме-

нением эвристики InitGr (для этого набора будем ис-

пользовать обозначение InitGrCombo). Тем самым мы 

сможем ответить на следующий вопрос: насколько ста-

нут хуже распределения для вариантов универсального 

алгоритма, если их сравнивать не только между собой, 

но и с набором решений, являющихся в некотором 

смысле «самыми лучшими» из найденных, т. е. наибо-

лее близких к оптимальным? 

Для матриц размера 15  25 распределение приведено 

в табл. 19. Хотя 94% наилучших решений достигается 

для вариантов, использующих эвристику InitGr, имеется 

6% матриц, для которых основные варианты алгоритма 

позволили получить лучшее решение. Интересно отме-

тить, что для одной из таких матриц – номер 86 – наи-

лучшее решение, равное 14, было найдено только базо-

вым алгоритмом, расположенным в данном списке 

третьим с конца; все прочие алгоритмы из данного спи-

ска находили для этой матрицы решения 15 или 16.  

В то же время распределение основных вариантов ал-

горитма ухудшилось по сравнением с тем, для которого 

не учитывались решения, найденные с помощью эври-

стики InitGr (см. п. XII). В частности, для лучшего из 

основных вариантов  MakeGr(1)+BigStep(1,1000)+CutOff 

распределение «88-12» из табл. 17  превратилось в «65-

34-1», т. е. теперь только для 65% матриц решения, по-

лученные данным вариантом, совпадают с наилучшими. 

Впрочем, для 34% матриц решения для этого варианта 

отличаются от наилучших всего на 1 единицу и лишь 

для одного процента матриц результат оказался хуже 

наилучшего на 2 единицы.  

 
 

Таблица 19. Распределение псевдооптимальных решений (14 вариантов алгоритма,  

содержащих эвристики CutOff, MakeGr и BigStep, а также набор InitGrCombo; матрицы размера  15  25) 

0 +1 +2 +3 +4 +6 15 x 25, TimeRun(10) Ср. значение 

100 0 0 0 0 0 Наилучшее псевдооптимальное решение 14,17 

94 6 0 0 0 0 InitGrCombo 14,23 

65 34 1 0 0 0 MakeGr(1)+BigStep(1,1000)+CutOff 14,53 

60 38 2 0 0 0 MakeGr(100)+CutOff 14,59 

59 39 2 0 0 0 MakeGr(1)+BigStep(0,1000)+CutOff 14,60 

58 35 7 0 0 0 MakeGr(1)+BigStep(1,1000) 14,66 

52 45 3 0 0 0 MakeGr(1)+BigStep(0,1000) 14,68 

50 48 2 0 0 0 MakeGr(2)+BigStep(1,1000)+CutOff 14,69 

47 47 6 0 0 0 MakeGr(100) 14,76 

46 48 6 0 0 0 MakeGr(10) 14,77 

44 43 12 1 0 0 MakeGr(2) 14,87 

41 55 4 0 0 0 MakeGr(2)+BigStep(0,1000)+CutOff 14,80 

31 51 17 1 0 0 MakeGr(1) 15,05 

28 53 17 2 0 0 BasicBBM 15,10 

23 52 21 4 0 0 MakeGr(1)+CutOff 15,23 

14 35 27 16 7 1 CutOff 15,88 
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Таблица 20. Распределение псевдооптимальных решений (6 вариантов алгоритма,  

содержащих эвристики CutOff, MakeGr и BigStep, а также набор InitGrCombo; матрицы размера  30  40) 

0 +1 +2 +3 +4 +5 +6 30 x 40, TimeRun(10) Ср. значение 

100 0 0 0 0 0 0 Наилучшее псевдооптимальное решение 27,42 

97 3 0 0 0 0 0 InitGrCombo 27,45 

13 20 29 20 15 3 0 MakeGr(10)+BigStep(0,1000)+CutOff 29,55 

12 20 30 20 15 3 0 MakeGr(10)+BigStep(0,1000) 29,57 

11 29 26 18 9 5 2 MakeGr(2)+BigStep(0,1000)+CutOff 29,50 

11 25 32 18 11 2 1 MakeGr(5)+BigStep(0,1000)+CutOff 29,45 

11 25 31 19 11 2 1 MakeGr(5)+BigStep(0,1000) 29,46 

10 29 28 18 8 5 2 MakeGr(2)+BigStep(0,1000) 29,50 

 

Для матриц размера 30  40 ограничимся только теми 

основными вариантами алгоритма, которые используют 

эвристику BigStep и показали наилучшие результаты 

(табл. 20). 

В данном случае 97%, т. е. подавляющее большинство 

наилучших решений достигается для вариантов, исполь-

зующих эвристику InitGr, а максимальная доля наилуч-

ших решений, которые достигаются для основных вари-

антов алгоритма, снизилась с 56% (см. табл. 18) до 13%. 

Тем не менее, подобный результат для матриц большого 

размера может считаться вполне приемлемым, посколь-

ку для 65% процентов матриц полученные решения от-

личаются от наилучших не более чем на 3 единицы. 

Следует также принять во внимание, что указанные ре-

зультаты были получены в среднем за 16–18 секунд ра-

боты алгоритма (см. табл. 11). 

XIV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В работе приведены результаты численных исследова-

ний различных вариантов алгоритма нахождения мини-

мального покрытия матрицы полными гридами (кото-

рый является самым трудоемким этапом вершинной 

минимизации недетерминированных конечных автома-

тов). Полученные результаты свидетельствуют о том, 

что наиболее эффективным является вариант, в котором 

комбинируются различные эвристики. Также описан 

подход, позволяющий более точно оценить сравнитель-

ную эффективность различных вариантов алгоритма. 

Для продолжения описанной здесь тематики мы 

предполагаем подключить вспомогательные алгоритмы 

выбора разделяющего элемента (из нескольких возмож-

ных), схожих с алгоритмами, приведенными в [8, 9]. 

Кроме того, мы планируем реализовать и исследовать 

параллельные версии рассмотренных алгоритмов (см. 

[10]). 
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Abstract–We continue to study heuristics that can be applied to 

solve the problem of minimizing the states of nondeterministic 

finite automata by the branch and bound method, or rather, to 

the implementation of the most difficult stage of the solution 

associated with finding the minimum cover of an auxiliary 

logical matrix by special subsets of its elements with the value 1 

(true). A new type of heuristic is described (the “big step” 

heuristic) and various combinations of this heuristic and the 

two types of previously described heuristics are considered. An 

auxiliary heuristic based on the use of additional information 

about the analyzed matrix is also described. This auxiliary 

heuristic allows to more accurately assess the effectiveness of 

various combinations of basic heuristics. 

Along with new heuristics, one of the approaches to the 

analysis of the results of numerical experiments is described. It 

is based on constructing a reference set of the best quasi-

optimal solutions and studying the distributions of the obtained 

solutions for different variants of the algorithm with respect to 

this set. 

 

Keywords–nondeterministic finite automata, minimization, 

branch and bound method, heuristic algorithm, implementa-

tion. 
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